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1 はじめに

1 次元の変数 t, x をそれぞれ時刻、位置とし、ρ = ρ(t, x) ≥ 0, u = u(t, x) をそれぞれ
(t, x) における気体の密度、速度、P = P (t, x) ≥ 0 を気体の圧力とするとき、外力の
ない理想気体の 1 次元の運動方程式は以下のように書ける。

{

ρt + (ρu)x = 0

(ρu)t + (ρu2 + P )x = 0
(t > 0, x ∈ R) (1)

1 本目は質量保存則を、2 本目は運動量保存則を表わしていて、バロトロピック気体、
すなわち P が P = P (ρ) のように ρ のみで決まる関数の場合はこの 2 本で閉じた方
程式となる。

この方程式の初期値問題は、ρ = 0、すなわち真空状態が起こりうるかそうでないかで
状況が異なり、ρ > 0 である状況下、すなわち初期密度が正で、初期値の総変動が十
分小さい場合には Glimm の差分法により大域解 (弱解) が存在することが証明されて
いるが、P = Aρ (等温変化) の場合には初期値が大きくても真空状態が起こらないこ
とが示されていて、やはり Glimm の差分法により大域解が存在することが証明されて
いる。

しかし、P = Aργ (γ > 1, A > 0: 定数) のような断熱変化 (等エントロピー流) の方程
式に対しては、大きな初期値だと初期密度が正でも途中で真空が発生し、大域解の存在
を示すのが困難であったが、補償コンパクト法 (補完測度法; compensated compactness

method) により、

P = Aργ, γ =
5

3
,

7

5
,

9

7
, . . . (2)

の場合に DiPerna ([5]) が大域的な弱解の存在を証明した。この方法は、大きな初期値
に対しても用いることができる、という点で Glimm の差分法より優れていた。ただ
し、Glimm の差分法は波の相互作用を詳しく調べることで大域的な変動の評価を行う
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ため、弱解の漸近性や正則性などの性質を調べるのにも用いることができるが、補償
コンパクト法ではそのような評価は用いず、近似解も弱解の漸近性や特異性などとは
あまり関係のないものを使うので、この方法によって得られる弱解の性質については、
有界性以外はほとんど何も得られない (わかってはいない)。

Ding,Chen,Luo ([4])らは、分数回の微分を用いることで DiPernaの結果を 1 < γ ≤ 5/3

なるすべての γ に拡張し、Lions,Perthame,Tadomor ([8]) らは彼らとはやや異なる方
法を用いることでその結果を γ ≥ 3 の場合に、Lions,Perthame,Souganidis ([6]) は
1 < γ < 3 の場合に拡張した。これらによりすべての断熱変化の場合 γ > 1 について、
大きな初期値に対する大域解の存在が証明されたこととなった。さらにこれらの結果
は、Chen,LeFloch ([2]), Makino ([9]) らにより、主要部が Aργ であるようなより一般
の P に対してまで拡張されてきている。これらはいずれも補償コンパクト法による結
果である。

単独保存則方程式に補償コンパクト法を用いる場合 ([13] 参照) に比べ、連立の保存則
方程式 (1) に対する (一般化) エントロピーの自由度は低く、そのエントロピー群に
対して成り立つ Tartar 関係式による Young 測度への制約は弱くなるため、そこから
Young 測度を δ 関数であると決定すること (Tartar 方程式) は、単独方程式の場合よ
りもはるかに難しくなる。そこが補償コンパクト法による単独方程式と連立方程式の
解法の大きな違いである。

その Tartar方程式の解法は、[4],[5]と [6],[8]では大きく異なっている。いずれも Tartar

方程式の両辺の「特異性のアンバランス」を用いて Young測度を決定するのであるが、
前者の方法はそれに必要となる特別なエントロピー群を Darboux の公式から生成して
(本稿では仮に 外エントロピー と呼ぶ) それらに対する評価を行うという方法を取って
いる。一方後者の方法は、Tartar 方程式を Darboux の公式を与える基本解 (Riemann

関数、本稿では仮に 内エントロピー と呼ぶ) に対する関係式に書き直し、エントロ
ピーの自由度を Riemann 関数のパラメータに置き換えて考えることでその特異性の主
要部をより直接的に導きだす、という手法を用いている。ただし内エントロピーは特
異性を持つため考察がやや難しい。なお、[2] は内エントロピーを、[9] は外エントロ
ピーを用いる方法をそれぞれ取っているようである。

本稿は、(2) のような簡単な P に対する補償コンパクト法の解説、特に Tartar 方程
式の解法部分の解説を行うのが主な目的であるが、今回改めて従来の方法を見直した
ところ、このような P に対しては一部は外エントロピーを用いる DiPerna らの方法
(を少し改良したもの) の方がわかりやすく、一部は内エントピーを用いる Lions らの
方法の方がわかりやすいことがわかった。本稿ではそのような方法で (2) のうち特に
γ = 5/3 に対する P を中心に説明を行う。
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2 基本事項

本節では、連立の保存則方程式 (1) に関する基本的な事項を紹介する。なお、この式
の導出については、[12], [14] などを参照のこと。

まず、P = Aργ の係数 A は、ρ の単位を取り替えることで別なものに変更できること
に注意する。今 ρ = αρ̄(t, x) (α > 0: 定数) とすると、(1) の 1 本目の式は、

ρ̄t + (ρ̄u)x = 0

2 本目の式は、

(ρ̄u)t + (ρ̄u2 + αγ−1Aρ̄γ)x = 0

となるので、例えば

α = (Aγ)−1/(γ−1)

とすれば P = Aργ の A を 1/γ と見た方程式と同じになる。よって本稿では以後、
A = 1/γ として考えることにする。

気体の運動量 m = ρu を使って書けば、(1) は以下のようになる。

Ut + F (U)x = 0, U =

[

ρ

m

]

, F (U) =

[

m

m2/ρ+ P (ρ)

]

(3)

この方程式 (3) に初期値

U(0, x) = U0(x) =

[

ρ0(x)

ρ0(x)u0(x)

]

(x ∈ R) (4)

を与えた初期値問題の解は一般には不連続性を持つので、弱解を考える必要がある。

U = U(t, x) (t > 0, x ∈ R) が (3), (4) の弱解 であるとは、任意のテスト関数 φ(t, x) ∈
C1

0([0,∞[×R) に対して

∫∫

t>0
{U(t, x)φt(t, x) + F (U(t, x))φx(t, x)}dtdx+

∫

R
U(0, x)φ(0, x)dx = 0 (5)
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を満たすことである。

実際にはこの弱解の存在は直接示されるわけではなく、なんらかの大域的な近似解 (人
工粘性法、差分近似法、動力学的近似など) を作ってその評価を行い、それ (の適当な
部分列) が収束極限を持ち、その極限が弱解となることを示す、という方法を取るのが
普通である。近似解については、4 節で簡単に説明する。

方程式 (3) を準線形の連立方程式形に書いて

Ut +B(U)Ux = 0, B(U) = ∇UF (U) (∇U = (∂/∂ρ, ∂/∂m))

とすると、

B(U) = ∇U

[

m

m2/ρ+ P (ρ)

]

=

[

0 1

−m2/ρ2 + P ′(ρ) 2m/ρ

]

=

[

0 1

−u2 + ργ−1 2u

]

となり、この行列の固有値は

λ1 = u− ρθ, λ2 = u+ ρθ (θ = (γ − 1)/2)

となる。例えば γ = 5/3 のときは θ = 1/3 である。

また、Riemann 不変量 w, z を次のように定義する。

w = u+
∫

√
P ′

ρ
dρ = u+

ρθ

θ
, z = u−

∫

√
P ′

ρ
dρ = u− ρθ

θ

これにより、解は (ρ, u), (ρ,m), (w, z) の 3 通りの関数として考えることができること
になるが、特に相平面で考える際はこの (w, z) の座標系で考えることが重要となる。

なお、(ρ, u), (ρ,m), (w, z) のそれぞれで方程式 (1) を準線形の形に書いてみると以下
のようになる。

[

ρ

u

]

t

+

[

u ρ

ργ−2 u

] [

ρ

u

]

x

= 0, (6)
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[

ρ

m

]

t

+

[

0 1

−λ1λ2 λ1 + λ2

] [

ρ

m

]

x

= 0, (7)

[

w

z

]

t

+

[

λ2 0

0 λ1

] [

w

z

]

x

= 0 (8)

(8) より、Riemann 不変量 (w, z) は方程式 (1) を対角化するものであることがわかる
が、(1) から (6), (7), (8) への変形の計算は、U(t, x) が滑らかであるときにしか成り
立たず、特に不連続性を持つ弱解に対しては成立しないことに注意する。

λ1, λ2 も w, z を用いて次のように表せる。

λ1 =
1 − θ

2
w +

1 + θ

2
z, λ2 =

1 + θ

2
w +

1 − θ

2
z

特に γ = 5/3 のときは、

λ1 =
w + 2z

3
, λ2 =

2w + z

3

となる。

3 エントロピー

保存則方程式の弱解は一意ではないため、通常その解がエントロピー条件と呼ばれる
物理的な条件を満たすことが要請される。そこに現れる「エントロピー」とは、いわゆ
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る物理的なエントロピーを拡張した「一般化エントロピー」と呼ばれるもの (数学的な
実体) であり、この一般化エントロピーは、一意解の選別の目安となるだけではなく、
補償コンパクト法で中心的な役割を持つ。

一般の 1 次元の保存則方程式

Ut + F (U)x = 0















U = U(t, x) =















u1(t, x)

u2(t, x)

. . .

uN(t, x)















, F (U) =















f1(U)

f2(U)

. . .

fN(U)





























(9)

に対して、U のスカラー値関数の組 (η(U), q(U)) が (一般化) エントロピー対 である
とは、U に関する連立線形微分方程式

∇Uq(U) = ∇Uη(U)∇UF (U)

(

∇U =

(

∂

∂u1

,
∂

∂u2

, . . . ,
∂

∂uN

))

(10)

を満たすことを言う。η(U) を エントロピー、q(U) を エントロピー流束 と呼ぶ。

U = U(t, x) が (9) の滑らかな解であれば、(10) より

η(U(t, x))t + q(U(t, x))x = 0 (11)

という追加保存則が成り立つことになる。

保存則方程式の弱解 U = U(t, x) (t > 0, x ∈ R) が満たすべき エントロピー条件 とは、
任意の、凸なエントロピーを持つエントロピー対 (η(U), q(U)) に対して、超関数の意
味で

η(U(t, x))t + q(U(t, x))x ≤ 0 (t > 0, x ∈ R) (12)

を満たすこと、すなわち任意の非負な φ(t, x) ∈ C1
0 (]0,∞[×R) に対し、

∫∫

t>0
{η(U(t, x))φt(t, x) + q(U(t, x))φx(t, x)} dtdx ≥ 0

を満たすことである。このエントロピー条件を満たす弱解を エントロピー解 と呼ぶこ
とがある。
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実際には、物理的なエントロピーは凸ではなく逆に凹な関数で総エントロピーは増大
する (熱力学の第二法則) ので、(12) とは符号が逆になる。つまり一般化エントロピー
は物理的なエントロピー S を −S として含んでいることに注意する。

なお、1 節で紹介した Glimm の差分法や補償コンパクト法による弱解はいずれもエン
トロピー解であるが、(3), (4) のエントロピー解が一意的であることは、Glimm の差
分法のように変動の十分小さい解については保証されているが、補償コンパクト法に
よる大きな初期値に対するエントロピー解についてはまだその一意性は証明されてい
ない。

保存則方程式 (9) が N ≥ 3 の場合、方程式 (10) は 2 つの未知関数 η(U), q(U) に対す
る N 本の連立方程式、すなわち過剰決定系なのでエントロピー対の存在は一般には保
証されない。逆に N = 1 のとき、すなわち単独保存則方程式の場合は方程式 (10) は
1 本なので、任意の関数 η(U) に対して (10) を満たす q(U) が取れる。よって単独の
方程式の場合には、ここから得られる豊富なエントロピー群を用いて Tartar 方程式を
容易に解くことができる ([13] 参照)。

本稿で考察する N = 2 の場合は、(10) は 2 未知関数に対する 2 本の連立方程式なの
で、エントロピーは存在するが初期条件の自由度程度にしか存在せず、さらに ρ = 0

も含むような解を考察する場合は、その初期条件も一つは固定されてしまいさらにエ
ントロピーの自由度は減る。本節では、そこで中心的な役割を果たすエントロピー対
を与える公式や、具体的なエントロピー対を紹介する。

(10) は、γ = 5/3 の方程式 (1) に対しては、2 節により

qρ =







ρ2/3 −
(

m

ρ

)2






ηm, qm = ηρ + 2
m

ρ
ηm

となるが、(ρ,m) の代わりに (ρ, u) で考えれば (6) より、

qρ = uηρ + ρ−1/3ηu, qu = ρηρ + uηu

Riemann 不変量 (w, z)(= (u+ 3ρ1/3, u− 3ρ1/3)) で考えれば (8) より、

qw = λ2ηw, qz = λ1ηz (13)

となる。(13) から q を消去すると、いわゆる Euler-Darboux-Poisson の方程式

ηwz +
1

w − z
(ηw − ηz) = 0 (w > z)
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が得られる。この 2 階線形微分方程式は Riemann 関数を用いて解くことができ、特
に ρ = 0 上 0 となる、いわゆる 弱エントロピー

η(ρ, u)|ρ=0 = 0, ηρ(ρ, u)|ρ=0 = C0φ(u) (C0 = 36)

は、次の Darboux の公式

η =
∫ w

z
(w − s)(s− z)φ(s)ds (14)

で与えられる。この (14) のエントロピーに対するエントロピー流束 q は、

q =
1

3

∫ w

z
(s+ w + z)(w − s)(s− z)φ(s)ds (15)

で与えられる。

φ(s) を与えることで (14), (15) によりエントロピー対 (外エントロピー) が得られるこ
とになる。以下、本稿で重要なエントロピー対をいくつか紹介する。

1. φ(s) = 1, s, s2

φ(s) = 1 のとき、(14), (15) より

η =
(w − z)3

6
= C0ρ, q =

(w − z)3

6

w + z

2
= C0ρu

すなわちこれは密度と密度流束 (ρ, ρu) の定数倍であり、この場合は (11) は質量
保存則そのものとなる。

φ(s) = s のときは、

η =
(w − z)3

6

w + z

2
= C0ρu,

q =
(w − z)3

6

4w2 + 7wz + 4z2

15
= C0

(

ρu2 +
3

5
ρ5/3

)

= C0(ρu
2 + P )

すなわちこれは運動量と運動量流束 (ρu, ρu2 + P ) の定数倍で、(11) は運動量保
存則となる。
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φ(s) = s2 のときは、

η =
(w − z)3

6

3w2 + 4wz + 3z2

10
= 2C0

(

1

2
ρu2 +

9

10
ρ5/3

)

,

q =
(w − z)3

6

w + z

2

w2 + wz + z2

3
= 2C0

(

1

2
ρu3 +

3

2
ρ5/3u

)

より、これは力学的エネルギーとエネルギー流束の対

(η∗, q∗) =
(

1

2
ρu2 + ρe,

(

1

2
ρu2 + ρe+ P

)

u
)

(

e =
1

γ − 1

P

ρ
=

9

10
ρ2/3

)

の定数倍になっていて、この場合 (11) はエネルギー保存則となる。

2. φ = φn → δ(s− a)

φ0(y) ∈ C∞

0 (]0, 1[) を
∫ 1

0
φ0(y)dy = 1 なるものとし、定数 a に対し

φ(s) = φn(s) = nφ0(n(s− a)) (16)

とする。このとき suppφn(s) ⊂ [a, a + 1/n] なので、w ≤ a, または z > a なら
ば、十分大きい n に対し

η =
∫ w

z
(w − s)(s− z)φn(s)ds = 0

となる。一方、z ≤ a < w ならば十分大きい n に対し z ≤ a < a + 1/n ≤ w と
なるので、

η =
∫ a+1/n

a
(w − s)(s− z)φn(s)ds

=
∫ 1

0

(

w − a− y

n

)(

a+
y

n
− z

)

φ0(y)dy

→ (w − a)(a− z)
∫ 1

0
φ0(y)dy = (w − a)(a− z)

となる。よってこの極限は、X(a) を

X(a) = X(w, z; a) =

{

1 (z ≤ a < w),

0 (その他)
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とすると

η = η(0)(a) = η(0)(w, z; a) = (w − a)(a− z)X(a)

と書ける。これらは丁度 Darboux の公式 (14) の Riemann 関数を、積分変数 s

をパラメータ a に替えて取り出したものになっている (内エントロピー)。

同様にこの φn(s) に対する q の極限は

q = q(0)(a) = q(0)(w, z; a) =
1

3
(a+ w + z)(w − a)(a− z)X(a)

=
a+ w + z

3
η(0)(a)

となる。このエントロピー対は z = a、w = a で滑らかさが失なわれるが、ほと
んど至るところ (13) を満たす。

なお、後で q の代わりに

σ(U) = q(U) − λ2(U)η(U) = q(U) − 2w + z

3
η(U)

を用いることも多いが、この (η(0)(a), q(0)(a)) に対しては、

σ = σ(0)(a) = σ(0)(w, z; a) = q(0)(a) − λ2η
(0)(a) = −w − a

3
η(0)(a) (17)

となる。

同様に、φ(s) = −φ′

n(s) としたものの極限を考えると、部分積分により

η =
∫ w

z
(w − s)(s− z)(−φ′

n(s))ds =
∫ w

z
(w + z − 2s)φn(s)ds (18)

となるので、その極限は

η = η(1)(a) = η(1)(w, z; a) = (w + z − 2a)X(a)

となる。同様に q は

q =
1

3

∫ w

z
(s+ w + z)(w − s)(s− z)(−φ′

n(s))ds

=
1

3

∫ w

z
{(w − s)(s− z) + (s+ w + z)(w + z − 2s)}φn(s)ds
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となり、よって η(1) に対応する q = q(1) は、

q = q(1)(a) = q(1)(w, z; a) =
1

3
η(0)(a) +

a+ w + z

3
η(1)(a)

と書ける。σ で書くと

σ = σ(1)(a) = σ(1)(w, z; a) =
1

3
η(0)(a) − w − a

3
η(1)(a)

となる。なお、η(1)(a), q(1)(a) は、η(0)(a), q(0)(a) を a で微分したようなものに
なっていることに注意する。

3. (ηn(a), qn(a)), (η̂n(a), q̂n(a))

Tartar 方程式を解くのに重要なエントロピー対を紹介する。それは、ある

ψ0(y), ψ̂0(y) ∈ C∞

0 (]0, 1[)

に対し、

ψn(s) = nψ0(n(s− a)), ψ̂n(s) = nψ̂0(n(s− a))

とおき、φ としてこれらの 2 階微分 φ(s) = ψ′′

n(s), ψ̂′′

n(s) を取ったものに対する
エントロピー対であり、それらを

(ηn, qn) = (ηn(a), qn(a)) = (ηn(w, z; a), qn(w, z; a)), (19)

(η̂n, q̂n) = (η̂n(a), q̂n(a)) = (η̂n(w, z; a), q̂n(w, z; a)) (20)

のように書くこととする。部分積分により、

ηn =
∫ w

z
(w − s)(s− z)ψ′′

n(s)ds = −
∫ w

z
(w + z − 2s)ψ′

n(s)ds

= − [(w + z − 2s)ψn(s)]wz −
∫ w

z
2ψn(s)ds

となるので、ηn は

ηn = (w − z)(ψn(w) + ψn(z)) − 2
∫ w

z
ψn(s)ds (21)
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と表される。同様に qn は、

qn =
1

3

∫ w

z
(s+ w + z)(w − s)(s− z)ψ′′

n(s)ds

= −1

3

∫ w

z
{(w − s)(s− z) + (s+ w + z)(w + z − 2s)}ψ′

n(s)ds

= −1

3
[(s+ w + z)(w + z − 2s)ψn(s)]wz

+
1

3

∫ w

z
{(w + z − 2s) + (w + z − 2s) − 2(s+ w + z)}ψn(s)ds

より、

qn = (w − z)(λ2ψn(w) + λ1ψn(z)) − 2
∫ w

z
sψn(s)ds (22)

となる。σn = σn(a) = σn(w, z; a) は、

σn = qn − λ2ηn = (w − z)(λ1 − λ2)ψn(z) − 2
∫ w

z
(s− λ2)ψn(s)ds

より、

σn = −(w − z)2

3
ψn(z) − 2

∫ w

z
(s− λ2)ψn(s)ds (23)

となる。もちろん、(21), (22), (23) の ψn を ψ̂n に変えたものがそれぞれ η̂n, q̂n,

σ̂n となる。

4 近似解

本節では、補償コンパクト法で用いられる近似解について簡単に説明する。補償コン
パクト法で収束が証明されている近似解には、

• Lax-Friedrichs 型、または Godunov 型の差分近似解

• 人工粘性法による近似解

• 動力学的近似による近似解

などがあるが、いずれも次のような性質を持つことが必要である。以下、その近似解
を U = U ε(t, x) とし、ε→ +0 の極限が (3) の弱解となると期待されるものとする。
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1. 一様有界性

0 ≤ ρε(t, x) ≤M1, |uε(t, x)| ≤M2 (mε(t, x) = ρε(t, x)uε(t, x))

2. 弱解への近似性
任意の φ(t, x) ∈ C1

0 ([0,∞[×R) に対して、ε→ +0 のとき
∫∫

t>0
{U ε(t, x)φt(t, x) + F (U ε(t, x))φx(t, x)}dtdx→ −

∫

R
U0(x)φ(0, x)dx

3. コンパクト性
Darboux の公式 (14), (15) で与えられる任意の弱エントロピー対 (η, q)、および
]0,∞[×R 内の任意の有界な開集合 Ω に対して

{η(U ε(t, x))t + q(U ε(t, x))x}ε>0

が、H−1
loc (Ω) のあるコンパクト集合に含まれること

4. エントロピー条件
任意の非負の φ(t, x) ∈ C1

0 (]0,∞[×R)、および凸な弱エントロピーを持つ任意の
エントロピー対 (η, q) に対して

lim sup
ε→+0

∫∫

t>0
{η(U ε(t, x))φt(t, x) + q(U ε(t, x))φx(t, x)}dtdx ≥ 0

この 1. から U ε, F (U ε)は εに関して一様に有界なので、ある部分列 εn → +0 (n→ ∞)

がとれて

U εn(t, x) → U1(t, x) L∞(]0,∞[×R) weak∗,
F (U εn(t, x)) → F1(t, x) L∞(]0,∞[×R) weak∗

という極限 U1, F1 が存在することがわかるが、

F1(t, x) = F (U1(t, x)) a.e.

であるかどうかは自明ではなく、補償コンパクト法はこれを示すのに用いられる。1.,

3. は補償コンパクト法で必要となる性質で、2., 4. はその極限 U1(t, x) がエントロピー
解であることを示すのに用いられる。2., 4. は近似解である以上当然満たさなければな
らないが、1., 3. は必ずしも近似解であることとは関係ない。実際、弱解の別の存在証
明で使われる Glimm の差分は (多分) 3. を満たさない。
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それは、Lax-Friedrichs の差分や人工粘性法による近似解は 1., 3. のように一様に「お
となしい」、つまり単調性が保証され、微分もそれほどあばれないような近似解である
のに対し、Glimm の差分は元々弱解が持つ特異性を損わないように作られたものだか
らである。逆に Lax-Friedrichs の差分や人工粘性近似解は弱解の特異性をなまらせる
性質があり、弱解の特異性を調べたいような場合は、理論上も応用上 (数値計算等) も
あまり適さない。

本節では、人工粘性近似解について上の性質を簡単に説明するが、むしろ初期値に対
する制限を緩くできる Lax-Friedrichs や Godunov の差分近似解については、[4],[15]

を参照のこと。

人工粘性近似解は、以下の方程式の解 U = U ε(t, x) である。















ρt +mx = ερxx

mt +

(

m2

ρ
+

3

5
ρ5/3

)

x

= εmxx

(24)

(ρ(0, x),m(0, x)) = (ρε
0(x),m

ε
0(x)) (25)

ここで ρε
0(x), m

ε
0(x)は、初期値 ρ0(x), m0(x)を滑らかに近似したものであり、ε→ +0

のときに ρ0(x), m0(x) に (弱) 収束するようなものである。

初期値 U0(x) = T(ρ0(x),m0(x)) は、次のような有界性と x に関する遠方での減衰性を
持つとする。

0 < ρ0(x) ≤M1, |u0(x)| ≤M2 (m0(x) = ρ0(x)u0(x)) (26)

∫

R
η̂∗(U0(x))dx ≤M3 (27)

ここで、η̂∗(U) は、η∗(U) を定ベクトル Ū で (1 階微分まで) 0 になるようにしたよう
なもので、

η̂∗(U) = η∗(U) − η∗(Ū) −∇Uη∗(Ū)(U − Ū) (28)

である。これは、

q̂∗(U) = q∗(U) − q∗(Ū) −∇Uη∗(Ū)(F (U) − F (Ū))
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とエントロピー対となる。(28) から、U = Ū では η̂∗(U) はほぼ O(|U − Ū |2) であるか
ら、条件 (27) はほぼ

ρ0(x) − ρ̄ ∈ L2(R), u0(x) − ū ∈ L2(R)

を意味する。正確には、

η̂∗ =
1

2
ρ(u− ū)2 +

9

10
ρ5/3 − 3

2
ρ̄2/3ρ+

3

5
ρ̄5/3

=
1

2
ρ(u− ū)2 +

∫ ρ

ρ̄
dα
∫ α

ρ̄
β−1/3dβ (29)

である。

初期値の近似である U ε(x) も、性質 (26), (27) を損わないように作り、ε に一様に

0 < ρε
0(x) ≤M4, |uε

0(x)| ≤M5 (30)

∫

R
η̂∗(U

ε
0 (x))dx ≤M6 (31)

であるようにする。

方程式 (24)の主要部は Ut−εUxx であるから、これは半線形放物型方程式であり、よっ
て初期値が滑らかならば解 U = U ε(t, x) も滑らかになることが期待される。ただし、
(24) は ρ = 0 に特異性を持っているから、ρ > 0 である必要がある。半線形放物型方
程式の解の存在定理については偏微分方程式の成書 (例えば [10] 等) を参照のこと。ま
た、(24), (25) に対しては、初期密度が ρε(x) ≥ δ1 > 0 であれば、その解 ρε(t, x) も
ρε(t, x) ≥ δ2(t) > 0 となるような δ2(t) が取れることがアプリオリに示される。それに
ついては、[1],[5] を参照のこと。

ここでは、滑らかで、x の遠方では Ū に十分速く収束するような解 U ε(t, x) が存在す
るとして、必要な性質を示す。まず 1. の有界性を考えよう。今、

Σ(A,B) = {(w, z); w ≤ A, z ≥ B, w ≥ z}

を 三角領域 と呼ぶことにする。
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PSfrag replacements w

z

w = A

z = B

Σ(A,B)

図 3: Σ(A,B)

三角領域上 ρ, u は有界であり、逆に ρ, u の有界な範囲

D = {(w, z) = (u+ 3ρ1/3, u− 3ρ1/3); 0 ≤ ρ ≤ M̄1, |u| ≤ M̄2}

は、ある A, B に対し D ⊂ Σ(A,B) のように三角領域に含まれる (A = M̄2 + M̄ θ
1/θ,

B = −A)。

1. は次の命題により示される ([3])。

命題 1 (Chueh-Conley-Smoller)

すべての x に対して U ε
0 (x) ∈ Σ(A,B) で、かつ Ū が Σ(A,B) の内点となるように A,

B を取ると、U ε(t, x) ∈ Σ(A,B) となる。

証明

方程式 (24) を w, z について書き直すと、以下のようになる。

{

wt + λ2wx = εwxx + 2ερ−1ρxwx − ε(1 + θ)ρθ−2ρ2
x,

zt + λ1zx = εzxx + 2ερ−1ρxzx + ε(1 + θ)ρθ−2ρ2
x

(32)

w = wε(t, x) ≤ A, z = zε(t, x) ≥ B を示せばよいが、x の遠方での値 Ū は Σ(A,B) の
内点だから、wε(t, x) ≥ A となるような wε の値は有限の x で取るはずだから wε の x



4. 近似解 17

に関する最大は x に関して極大となっているはずである。今、x = x0 で wε(t, x) が x

に関して極大になっているとすると、

wε
x(t, x0) = 0, wε

xx(t, x0) ≤ 0

であるから、(32) より

wε
t (t, x0) ≤ −ε(1 + θ)ρθ−2ρ2

x ≤ 0

となるので、wε
x(t, x0) = 0, wε

t (t, x0) ≤ 0 より、(t, x0) から t の増加方向へは、wε はど
の方向にも増加できない。よって wε は A を越えることができないことが言える。

同様にして zε(t, x) ≥ B も言える。

この命題の A, B は、仮定 (30) より ε とは無関係に取れるから、この命題 1 により
近似解の性質 1. が示されたことになる。なお、この命題 1 の性質により、三角領域
Σ(A,B) は 不変領域 と呼ばれることもある。

次に、他の性質を導くのに必要な不等式を求める。エントロピー対 (η(U), q(U)) に
U = U ε(t, x) を代入したものを

ηε(t, x) = η(U ε(t, x)), qε(t, x) = q(U ε(t, x))

のように書くこととすると、これは

ηε
t + qε

x = εηxx − εTU ε
x∇2

Uη(U
ε)U ε

x (33)

を満たす。ここで、∇2
Uη(U) は η(U) の 2 階微分からなるヘッセ行列を表す。

補題 2

U ∈ Σ = Σ(A,B) と Darboux の公式 (14) による η に対し、次が成り立つ。























|∇Uη(U)| ≤ c1(Σ, φ),

|TX∇2
Uη(U)X| ≤ c2(Σ, φ)TX∇2

Uη∗(U)X,

TX∇2
Uη∗(U)X ≥ c3(Σ)|X|2, c3(Σ) > 0
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ここで、c1(Σ, φ), c2(Σ, φ) は Σ, φ にのみ依存する定数、c3(Σ) は Σ にのみ依存する定
数を表す。

証明は容易であるが省略する。詳しくは [4],[15] を参照のこと (ただし [15] のこの補題
の証明には少し誤りもある)。

今、(33) のエントロピー対を (η̂∗, q̂∗) としたものを ]0, T [×R で積分すると、U ε(t, x)

の x の遠方での Ū への漸近が十分速いという仮定の元、次が成り立つ。

∫

R
η̂∗(U

ε(T, x))dx−
∫

R
η̂∗(U

ε(0, x))dx = −ε
∫ T

0
dt
∫

R

TU ε
x∇2

U η̂∗(U
ε)U ε

xdx

(29) より η̂∗ ≥ 0 であるから、(31) の仮定、および ∇2
U η̂∗ = ∇2

Uη∗、補題 2 より次が言
える (Σ = Σ(A,B))。

ε
∫∫

t>0

TU ε
x∇2

Uη∗(U
ε)U ε

xdx ≤
∫

R
η̂∗(U

ε
0 (x))dx ≤ c(Σ) (34)

ε
∫∫

t>0
|U ε

x|2dx ≤ c(Σ) (35)

次は、これらを用いて 3. のコンパクト性を示す。それには、次の命題を用いる。

命題 3

有界な開集合 Ω ⊂ R2 と 1 < p < 2 < r に対して次が成り立つ。

1. (C0(Ω)∗ の有界集合) ⊂ (W−1,p(Ω) のコンパクト集合)

2. (Murat の補題)

(W−1,p(Ω) のコンパクト集合) ∩ (W−1,r(Ω) の有界集合)

⊂ (H−1
loc (Ω) のコンパクト集合)

今、Ω ⊂]0,∞[×R を有界な開集合とし、(η, q) を (14), (15) で与えられるエントロピー
対とする。このとき、ψ(t, x) ∈ C1

0 (Ω) に対して、

T ε(ψ) =
∫∫

Ω
(ηε

t + qε
x)ψdtdx
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とし、この作用素 T ε (= ηε
t + qε

x) の評価を考える。

部分積分と (33) により、これを

T ε(ψ) = −ε
∫∫

Ω
ηε

xψxdtdx− ε
∫∫

Ω

TU ε
x∇2

Uη(U
ε)U ε

xψdtdx = T ε
1 (ψ) + T ε

2 (ψ)

のように 2 つに分けると、補題 2 より

|ηε
x| = |∇Uη(U

ε
x)U ε

x| ≤ c1(Σ, φ)|U ε
x|

となるので、T ε
1 は (35)、および Schwarz の不等式、Hölder の不等式により

|T ε
1 (ψ)| ≤ c(Σ, φ)

(∫∫

Ω
ε|U ε

x|2dx
)1/2 (∫∫

Ω
ε|ψx|2dx

)1/2

≤ c(Σ, φ)
√
ε‖ψx‖L2(Ω)

≤ c(Σ, φ,Ω)
√
ε‖ψ‖

W 1,p′

0
(Ω)

となる。なお、p′ は p′ = p/(p− 1) > 2 で、Ω は有界であることに注意する。また、例
えば c(Σ, φ) は、Σ, φ にのみ依存する有限な定数を表すものとする (以後、断らずにこ
のように書き表す)。よって、

√
ε→ 0 より、T ε

1 は W−1,p(Ω) のあるコンパクト集合に
含まれることになる。

一方、T ε
2 は補題 2, (34) より

|T ε
2 (ψ)| ≤ ε

∫∫

Ω

TU ε
x∇2

Uη∗(U
ε)U ε

x|ψ|dtdx ≤ c(Σ)‖ψ‖C(Ω)

となるから T ε
2 は C0(Ω)∗ で有界となり、命題 3 の 1. により T ε

2 も W−1,p(Ω) のある
コンパクト集合に含まれる。よって T ε = T ε

1 + T ε
2 は W−1,p(Ω) のあるコンパクト集合

に含まれることがわかる。

一方、部分積分により

T ε(ψ) = −
∫∫

Ω
(ηεψt + qεψx)dtdx

となるので、U ε の有界性と r′ = r/(r − 1) > 1 から

|T ε(ψ)| ≤ c(Σ, φ)(‖ψt‖L1(Ω) + ‖ψx‖L1(Ω)) ≤ c(Σ, φ,Ω)‖ψ‖
W 1,r′

0
(Ω)
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が言える。よって T ε は W−1,r(Ω) で有界となる。ゆえに命題 3 の 2. により T ε が
H−1

loc (Ω) のあるコンパクト集合に含まれることが言えたことになる。

残りの性質 2., 4. は、上の計算と同様にして、補題 2、(35) などから容易に示される。

5 補償コンパクト性理論

本節では、補償コンパクト性理論を紹介し、それを用いてエントロピー対に対する Tartar

関係式を導き出す。

まず、汎弱収束列の非線形関数の極限を「ある測度による積分」ととらえる Young 測
度から説明する。

定理 4 (Young 測度)

RN の開集合 Ω、関数列 {vn(x)}n ⊂ L∞(Ω;RM)に対して RM の有界集合K を vn(x) ∈
K a.e. x ∈ Ω となるものとすると、次を満たすような {vn}n のある部分列 {vnj

}j と、
a.e. x ∈ Ω に対して決定する RM 上の確率測度、すなわち非負で全測度 1 の Borel 測
度の族 {νx; a.e. x ∈ Ω} が存在する。

• supp νx ⊂ K̄

• RM 上の任意の連続関数 G(v) に対し、

〈νx(v), G(v)〉 =
∫

RM
G(v)νx(dv)

は a.e. x ∈ Ω に対して定義される可測関数で、

G(vnj
(x)) → 〈νx(v), G(v)〉 L∞(Ω) weak∗

この {νx} を {vnj
} に対する Young 測度 と呼ぶ。

4 節の性質 1. より U ε(t, x) は一様有界、よって U ε(t, x) ∈ Σ(A,B) となる A, B

が取れるから、この定理 4 によりある部分列 εn → +0 (n → ∞) と Young 測度



5. 補償コンパクト性理論 21

{ν(t,x)(U)}a.e. (t,x) が存在して、supp ν(t,x)(U) ⊂ Σ(A,B) で、ρ ≥ 0 上の任意の連続関
数 H(U) に対して

H(U εn(t, x)) → 〈ν(t,x)(U), H(U)〉 L∞(]0,∞[×R) weak∗ (36)

となる。

しかし、L∞ weak∗ は弱い収束であるから、vn(x) → v(x), wn(x) → w(x) であっても、
そのスカラー積

vn(x) · wn(x) = v1
n(x)w1

n(x) + · · · + vM
n (x)wM

n (x)

が v(x) · w(x) に収束するとは限らない。例えば φ(x) ∈ L1(R) に対して、Riemann-

Lebesgue の定理により

∫

R
φ(x) cosnx dx→ 0 (n→ ∞)

および

∫

R
φ(x) cos2 nx dx =

∫

R
φ(x)

1 + cos 2nx

2
dx→ 1

2

∫

R
φ dx (n→ ∞)

が成り立つが、これは、

cosnx→ 0, cos2 nx→ 1

2
L∞(R) weak∗

となることを意味している。

しかし、1 階微分の弱いコンパクト性があれば、積の収束が保証される。

定理 5 (div-curl 補題)

Ω を RN の有界な開集合で、vn, wn, v, w ∈ L∞(Ω;RN) が

vn(x) → v(x), wn(x) → w(x) L∞(Ω) weak∗
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を満たし、かつ {div vn}n, および {curlwn}n のすべての成分が H−1
loc (Ω) のあるコンパ

クト集合に含まれるならば、N 次元内積の収束

vnj
(x) · wnj

(x) → v(x) · w(x) L∞(Ω) weak∗

が成り立つような部分列 {nj}j が取れる。

(36) より、Darboux の公式 (14), (15) で得られる弱エントロピー対 (η, q) に対しては

η(U εn(t, x)) → 〈ν(t,x), η〉, q(U εn(t, x)) → 〈ν(t,x), q〉 L∞(]0,∞[×R) weak∗

が言えるが、N = 2 では

div(t,x)(η, q) = ηt + qx, curl(t,x)(−q̂, η̂) = η̂t + q̂x

であるから、4 節の性質 3. と定理 5 により、有界集合 Ωj =]0, j[×]− j, j[ 上ではある
部分列 {εnk

}k (j に依存する) に対して

(η(U εnk ), q(U εnk )) · (−q̂(U εnk ), η̂(U εnk )) = (η̂q − ηq̂)(U εnk )

→ 〈ν(t,x), η̂〉〈ν(t,x), q〉 − 〈ν(t,x), η〉〈ν(t,x), q̂〉 L∞(Ωj) weak∗ (37)

が成り立つ。一方で、再び (36) より、

(η̂q − ηq̂)(U εn) → 〈ν(t,x), η̂q − ηq̂〉 L∞(]0,∞[×R) weak∗ (38)

であるから、(37), (38) より、

〈ν(t,x), η̂q − ηq̂〉 = 〈ν(t,x), η̂〉〈ν(t,x), q〉 − 〈ν(t,x), η〉〈ν(t,x), q̂〉 a.e. (t, x) ∈ Ωj

が言える。j は任意であるから、結局、]0,∞[×R 内の a.e. (t, x)、および Darboux の
公式 (14), (15) で得られる任意の弱エントロピー対 (η, q), (η̂, q̂) に対して Tartar の
関係式

〈ν(t,x), η̂q − ηq̂〉 = 〈ν(t,x), η̂〉〈ν(t,x), q〉 − 〈ν(t,x), η〉〈ν(t,x), q̂〉 (39)
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が成り立つことがわかる。

ところで、この関係式 (39) から ν(t,x)(U) を決定する段階 (6 節以降) では、(t, x) を固
定した上でこの関係式 (39) の (η, q), (η̂, q̂) を色々に取り替えて考察するが、そこには
注意が必要である。

(39) は、2 つのエントロピー対 (η, q), (η̂, q̂) に対して a.e. 成立する式であるが、それ
が成立する (t, x) の集合、すなわち ]0,∞[×R からある零集合を除いた集合 Q は、上
の論法からわかるように (η, q), (η̂, q̂) に依存する。よって、Tartar の関係式を使用す
るエントロピー対が高々可算個 {(ηn, qn)}n であれば、それらに対しては共通の Q が
取れて、

• (]0,∞[×R) \Q は零集合

• すべての (t, x) ∈ Q とすべての (η, q) = (ηn, qn), (η̂, q̂) = (ηm, qm) に対して (39)

が成り立つ

となることが言えて、各 (t, x) ∈ Q に対し可算個の (ηn, qn) を (39) に代入して考察す
ることができるが、可算個より多いエントロピー対に対しては、Tartar 関係式が成り
立つ (t, x) を、]0,∞[×R の中の「共通の」零集合を除いた集合から取れる保証はない
ことになる。極端な話、連続濃度のエントロピー対に対しては、(39) が共通に成り立
つ (t, x) は一つも存在しないという可能性もある。

しかし、ν は Borel 測度であるから、この可算個のエントロピー対 (ηn(U), qn(U)) が
一様有界で、各 U に対して各点収束する極限 (η̄(U), q̄(U)) を持つならば、Lebesgue

有界収束定理により

lim
n→∞

〈ν(t,x), ηn〉 = 〈ν(t,x), η̄〉, lim
n→∞

〈ν(t,x), qn〉 = 〈ν(t,x), q̄〉

が成り立つので、同じ Q で Tartar 関係式が成り立つエントロピー群の中に (η̄, q̄) を
加えることができる。

例えば 3 節で見たエントロピーで言えば、(16), (18) によるエントロピー、および
(19), (20) のエントロピーは、パラメータ a を有理数と取ることにすれば、その全体
は可算個であるからそれらに対して共通の Q が取れ、よってその極限として得られる
(η(0)(a), q(0)(a)), (η(1)(a), q(1)(a)) も同じ Q で Tartar 関係式が成り立つエントロピー
群に入れることができる。さらに、有理数 a を動かした極限を考えれば、その a を実
数全体に広げたものも同じエントロピー群に入れることができる。
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以上をまとめると、次が言えたことになる。

命題 6

ある ]0,∞[×R の部分集合 Q が存在して、次を満たす。

• (]0,∞[×R) \Q は零集合。

• すべての (t, x) ∈ Q と、エントロピー対の集合

{(η(0)(a), q(0)(a)), (η(1)(a), q(1)(a)), (ηn(a), qn(a)), (η̂n(a), q̂n(a)); a は実数 }

から取った任意の 2 つの対 (η, q), (η̂, q̂) に対して、Tartar の関係式 (39) が成り
立つ。

6 Tartar 方程式の解法の概要

本節以降は、Tartar の関係式 (Tartar 方程式) (39) から、ν = ν(t,x)(U) が δ 関数とな
ることを導くことを考えるが、本節ではその概要について説明する。

Tartar 方程式 (39) は、命題 6 の Q 内の各 (t, x) 毎で考えればよく、また各 (t, x) に
対する方法に違いはないので今後 (t, x) は省略することとし、ν による積分も、ν を省
略して簡単に

〈ν(t,x)(U), η(U)〉 = 〈η〉

のように書くこととする。

また、U も (ρ, ρu) = (ρ,m) ではなく、リーマン不変量 (w, z) を中心に考えることと
する。つまり、例えば 〈η〉 は

〈η〉 = 〈ν(t,x)(w, z), η(w, z)〉

を意味することとする。

Tartar 方程式の解法の、おおまかな方針は以下の通りである。
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1. w > z の範囲に ν のサポートがあるとき、そのサポートを含む最小の三角領域

Σ1 = Σ(w1, z1) ⊂ Σ(A,B)

を取れば、その頂点 (w1, z1) が ν のサポートに含まれることを示す

2. 同じ条件の元、(w1, z1) 以外には Σ1 の w > z の部分に ν のサポートがないこと
を示す

3. 1., 2. により、

ν(U) = ν̄(U) + αδ(w − w1, z − z1), supp ν̄ ⊂ {w = z}

が言えるので、そこから α = 1 を示すことで ν(U) = δ(w − w1, z − z1) を示す

DiPerna ([5]) にしても Lions らの方法 ([6],[8]) にしても、おおまかな方針はこの通り
であるが、1. に関しては Lions らの方法 ([6]) の方がシンプルであり、2. を示すのは
DiPerna の方法 (を少し改良した方法) の方が少し易しいだろうと思う。3. は両者には
違いはなく容易である。次節以降でこの 1. から順に見ていくことにする。

7 三角領域の頂点がサポートに含まれること

本節では、(w1, z1) が ν のサポートに含まれることなどを示す、Lions らの方法 ([6])

を紹介する。ここで使用するのは、任意の a に対するエントロピー対 (η(0)(a), q(0)(a))

(内エントロピー) である。

以後、supp ν ∩ {(w, z); w > z} 6= ∅ の場合を考え、

Σ1 = Σ(w1, z1) (⊂ Σ(A,B))

を、それを含む最小の三角領域とする (w1 > z1)。

なお、ν = ν(t,x) は (t, x)毎に異なるので、この Σ1、すなわち (w1, z1)ももちろん (t, x)

毎に異なり、(w1, z1) は正確には (t, x) の関数 (w1(t, x), z1(t, x)) である。

もし ν が δ であるとすれば、Σ1 の頂点である (w1, z1) のみが ν のサポートであるこ
とが期待されるが、本節では supp ν 3 (w1, z1) などを示す。
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PSfrag replacements

w

z

w = z

Σ(A,B)

Σ1

(A,B)

(w1, z1)

図 4: Σ1

q(0)(a) = (a + w + z)η(0)(a)/3 であるから、(η(0)(a), q(0)(a)), (η(0)(b), q(0)(b)) に対する
Tartar 関係式は、

〈η(0)(a)〉
〈

1

3
(b+ w + z)η(0)(b)

〉

− 〈η(0)(b)〉
〈

1

3
(a+ w + z)η(0)(a)

〉

=
〈

1

3
(b− a)η(0)(a)η(0)(b)

〉

となり、これを変形して、

〈η(0)(a)〉〈(w + z)η(0)(b)〉 − 〈η(0)(b)〉〈(w + z)η(0)(a)〉
= (b− a){〈η(0)(a)η(0)(b)〉 − 〈η(0)(a)〉〈η(0)(b)〉} (40)

を得る。今、

C = {a ∈ R; 〈η(0)(a)〉 > 0}

とすると、a ≤ z1 または a ≥ w1 ならば (w, z) ∈ Σ1 に対して

η(0)(a) = η(0)(w, z; a) ≡ 0

であるから、もちろん 〈η(0)(a)〉 = 0 となるので、少なくとも C ⊂]z1, w1[ であることが
分かる。
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a, b ∈ C のとき、(40) の両辺を 〈η(0)(a)〉〈η(0)(b)〉 で割ると、

〈(w + z)η(0)(b)〉
〈η(0)(b)〉 − 〈(w + z)η(0)(a)〉

〈η(0)(a)〉 = (b− a)

{

〈η(0)(a)η(0)(b)〉
〈η(0)(a)〉〈η(0)(b)〉 − 1

}

(41)

を得る。ここから次が示される。

命題 7

1. C 6= ∅

2. a ∈ C に対し ζ(a) = 〈(w + z)η(0)(a)〉/〈η(0)(a)〉 とすると、ζ(a) は a に関して微
分可能で、

ζ ′(a) =
〈η(0)(a)2〉
〈η(0)(a)〉2 − 1

3. C の連結成分上 ζ(a) は非減少

証明

1.

Σ1 の最小性により、Σ1 の下辺は supp ν と交わっているはずである。

supp ν ∩ {(w, z); z = z1 < w} 6= ∅

そこから 1 点 (w2, z1) を取って、ε = (w2 − z1)/3 とし、A をその点を中心とする正方
形の ε 近傍とする。

A = {(w, z); w2 − ε ≤ w ≤ w2 + ε, z1 − ε ≤ z ≤ z1 + ε}

このとき A ⊂ {w > z} であり、かつ A は (w2, z1) を内部に持つから、A 上正である
関数 η(0)(w2 − 2ε) に対しては

〈η(0)(w2 − 2ε)〉 > 0
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PSfrag replacements
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η(0)(w2 − 2ε) > 0

図 5: A

でなくてはならない (もし 0ならば (w2, z1) 6∈ supp ν)。よって C の定義より w2−2ε ∈ C
となるので C 6= ∅。

2.

〈(w + z)η(0)(a)〉, 〈η(0)(a)〉, 〈η(0)(a)η(0)(b)〉 は、Lebesgue 有界収束定理により a, b に関
して連続であることがわかる。よって C は開集合であり、(41) の両辺を (b− a) で割っ
て b→ a とすれば得られる。

3.

ν が全測度 1 であることと Schwarz の不等式より、

〈η(0)(a)〉 ≤ 〈1〉1/2〈η(0)(a)2〉1/2 = 〈η(0)(a)2〉1/2 (42)

なので、2. より ζ ′(a) ≥ 0 となる。

この命題 7 より次が導かれる。

命題 8

1. C =]z1, w1[

2. supp ν 3 (w1, z1)

証明
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1.

もし、C が連結でないとすると、z1 < a0 ≤ a1 < w1, a0 6∈ C で、

]a0 − ε, a0[ ∪ ]a1, a1 + ε[ ⊂ C

となるような a0, a1, ε > 0 が取れる。このとき、〈η(0)(a0)〉 = 0 であり、PSfrag replacements

w

z

a0

a0 − ε

a1

a1 + ε

a

b
η(0)(a0) > 0

η(0)(a)η(0)(b) > 0

図 6: a0,a1,a,b

a ∈]a0 − ε, a0[, b ∈]a1, a1 + ε[

なる任意の a, b に対し、a, b ∈ C より 〈η(0)(a)〉 > 0, 〈η(0)(b)〉 > 0 となるが

{(w, z); η(0)(a)η(0)(b) > 0}
= {(w, z); η(0)(a) > 0} ∩ {(w, z); η(0)(b) > 0}
= {(w, z); w > a > z} ∩ {(w, z); w > b > z} = {(w, z); w > b > a > z}
⊂ {(w, z); η(0)(a0) > (b− a0)(a0 − a) > 0}

となるので、〈η(0)(a0)〉 = 0 であれば 〈η(0)(a)η(0)(b)〉 = 0 でなければならないことにな
る。よって、(41) より

ζ(b) − ζ(a) = a− b

となるが、これは b を止めて a を ]a0 − ε, a0[ (⊂ C) 上を動かせばそこでは ζ が

ζ(a) = −a+ (定数)
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の形に書けることを意味し、これは命題 7 の 3. に反する。

よって C は連結であり、ある z2, w2 (z1 ≤ z2 ≤ w2 ≤ w1) によって

C =]z2, w2[

と書けることになる。

もし、z1 < z2 ならば、z1 ≤ a ≤ z2 なるすべての a に対して 〈η(0)(a)〉 = 0 ということ
になるが、命題 7 の 1. の証明と同じ論法により、これは

supp ν ∩ {(w, z); z1 ≤ z < z2, w > z} = ∅

を意味し、Σ1 の最小性に反する。よって z2 = z1 となる。同様に w2 = w1 も言えるの
で、C =]z1, w1[ となる。

2.

(w1, z1) 6∈ supp ν と仮定すると、0 < ε < (w1 − z1)/2 である ε を十分小さくとれば、

B = {(w, z); w1 − ε ≤ w ≤ w1, z1 ≤ z ≤ z1 + ε}

が B ∩ supp ν = ∅ となるようにできるはずである。このとき、

PSfrag replacements
w

z w1 − ε

z1 + ε

(w1, z1)

B

図 7: B

η(0)(w1 − ε)η(0)(z1 + ε)



8. 〈BN〉 が 0 に収束すること 31

は B の境界、および Σ1 \ B では 0 なので、

〈η(0)(w1 − ε)η(0)(z1 + ε)〉 = 0

でなくてはならず、よって (41) より、

ζ(w1 − ε) − ζ(z1 + ε) = z1 + ε− (w1 − ε) = −(w1 − z1 − 2ε) < 0

となるから、命題 7 の 3. と命題 8 の 1. に矛盾する。ゆえに (w1, z1) ∈ supp ν とな
る。

この命題 7, 8 を示す Lions らの手法は、内エントロピー (η(0)(a), q(0)(a)) のパラメー
タ a を動かしたものだけで済むところがミソであり、DiPerna の外エントロピーを用
いる方法よりシンプルであると思われる。

8 〈Bn〉 が 0 に収束すること

次は、〈Bn〉 = 〈ηnq̂n − η̂nqn〉 の 0 への収束性を示す。ここでは DiPerna の方法を多少
改良した方法を紹介する。

DiPerna ([5]) は、

B(0)
n = B(0)

n (a) = η(0)(a)qn(a) − ηn(a)q(0)(a),

B(1)
n = B(1)

n (a) = η(1)(a)qn(a) − ηn(a)q(1)(a),

Bn = Bn(a) = ηn(a)q̂n(a) − η̂n(a)qn(a)

を考え、これらの組み合わせによって

lim
n→∞

〈Bn〉 = 0 (43)

を示している。しかし、[4],[5] では (43) を示すために ψ0, ψ̂0 に強い制限を与えるこ
とで

〈ηn〉, 〈qn〉 が有界で、〈B(0)
n 〉 → 0, 〈B(1)

n 〉 が有界
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となるようにしている。しかし、その議論を見直してみると、以下の式を用いれば ψ0,

ψ̂0 の制限を多少緩くできることがわかる。

補題 9

B0,1 = B0,1(a) = η(0)q(1) − η(1)q(0) とすると、次が成り立つ。

〈Bn〉〈B0,1〉 − 〈B(0)
n 〉〈B̂(1)

n 〉 + 〈B̂(0)
n 〉〈B(1)

n 〉 = 0 (44)

なお、B̂(j)
n は B(j)

n の ηn, qn を η̂n, q̂n で置き換えたものを意味する。

証明

一般に、Tartarの関係式を満たすようなエントロピー対 (ηi, qi), (ηj, qj) (1 ≤ i < j ≤ 4)

に対して、Bi,j = ηiqj − ηjqi とするとき、

〈B1,2〉〈B3,4〉 − 〈B1,3〉〈B2,4〉 + 〈B1,4〉〈B2,3〉 = 0 (45)

が成り立つことを示せばよい。(45) は、Tartar の関係式

〈Bi,j〉 = 〈ηi〉〈qj〉 − 〈ηj〉〈qi〉 (1 ≤ i < j ≤ 4)

を直接代入して整理しても得られるが、4 次の行列式

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

〈η1〉 〈q1〉 〈η1〉 〈q1〉
〈η2〉 〈q2〉 〈η2〉 〈q2〉
〈η3〉 〈q3〉 〈η3〉 〈q3〉
〈η4〉 〈q4〉 〈η4〉 〈q4〉

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

を、1,2 列目に関して 2 次の小行列式同士の積の形にラプラス展開して、Tartar の関
係式

∣

∣

∣

∣

∣

〈ηi〉 〈qi〉
〈ηj〉 〈qj〉

∣

∣

∣

∣

∣

= 〈Bi,j〉

を用いても得られる ((45) を 2 倍した式が得られる)。
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[4],[5] でも、実質的には (44) を用いたような議論はしているのであるが、直接 (44) を
積極的には使っていないために ψ0, ψ̂0 に強い制限が必要になっていて、特に [4] では
その ψ0 の選択がかなり複雑になっている。本稿では、(44) を積極的に用いることで、
ψ0, ψ̂0 には強い制限を与えないような議論を行う。

なお、関係式 (45) は [11] p450 にも見られるが、Lions ら ([6]) はこれを用いてはおら
ず、内エントロピー η(0)(a) のみを用い、そのパラメータを変えたエントロピー対に対
する 3 次の行列式

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

〈η(0)(a)〉 〈η(0)(a)〉 〈q(0)(a)〉
〈η(0)(b)〉 〈η(0)(b)〉 〈q(0)(b)〉
〈η(0)(c)〉 〈η(0)(c)〉 〈q(0)(c)〉

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

を 1 列目に関して展開して

〈η(0)(a)〉〈B(0)(b, c)〉 − 〈η(0)(b)〉〈B(0)(a, c)〉 + 〈η(0)(c)〉〈B(0)(a, b)〉 = 0

(B(0)(a, b) = η(0)(a)q(0)(b) − η(0)(b)q(0)(a))

とし、この式をパラメータ a, b などについて τ + 1 回微分する、といった手法を用い
ている。

補題 10

h(a) = 〈B0,1(a)〉 とすると、h(a) は有界で、a 6∈ C に対しては h(a) = 0、a ∈ C に対し
ては h(a) > 0 となる。

証明

B0,1 は、

B0,1 = η(0)q(1) − η(1)q(0)

= η(0)
(

1

3
η(0) +

1

3
(a+ w + z)η(1)

)

− η(1) · 1

3
(a+ w + z)η(0)

=
1

3
(η(0))2

であるから Σ1 上有界で、(42) より

〈η(0)〉 ≤
√

3〈B0,1〉
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となるが、a ∈ C に対して 〈η(0)(a)〉 > 0 なので

h(a) = 〈B0,1(a)〉 ≥
1

3
〈η(0)(a)〉2 > 0

となる。一方、a 6∈ C に対しては、命題 8 の 1. より a ≤ z1 か、a ≥ w1 であるが、い
ずれの場合も

B0,1 =
1

3
(η(0))2 =

1

3
(w − a)2(a− z)2X(a)

は (w, z) ∈ Σ1 に対して 0 になってしまうので、h(a) = 〈B0,1(a)〉 = 0 となる。

次に、B(0)
n , B(1)

n の極限を考える。それには次の補題を用いる。

補題 11

ψn(s) = ψn(s; a) = nψ0(n(s−a)) (ψ0 ∈ C∞

0 (]0, 1[))、および任意の有界な区間 I = [p, q]

に対して、次が成り立つ。

1. (s− a)kψn(s) (k ≥ 1) は、s, a ∈ I, n に関して有界で、

lim
n→∞

(s− a)kψn(s) = 0

2. f(s) が I 上連続ならば、

In =
∫ w

z
f(s)ψn(s)ds

は、z, w, a ∈ I (z ≤ w), n に関して有界で、以下が成り立つ。

lim
n→∞

In = f(a)c0X(a)
(

c0 =
∫ 1

0
ψ0

)

証明

1.

Sn = n(s− a) と書くことにすれば、

(s− a)kψn(s) = n(s− a)kψ0(n(s− a)) = (s− a)k−1Snψ0(Sn)
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であり、ψ0 ∈ C∞

0 (]0, 1[) だから xψ0(x) は有界で、(s− a)k−1 も有界である。

n → ∞ のとき、s 6= a ならば Sn = n(s − a) → ±∞ なので 大きい n に対しては Sn

は ψ0 のサポートを越えてしまうので Snψ0(Sn) → 0 となる。

s = a ならば Sn = 0 なので OK.

2.

Wn = n(w − a), Zn = n(z − a) とすると、

∫ w

z
|ψn(s)|ds =

∫ w

z
n|ψ0(n(s− a))|ds =

∫ Wn

Zn

|ψ0(y)|dy ≤ ‖ψ0‖L1

なので、

|In| ≤ max{|f(s)|; s ∈ I} · ‖ψ0‖L1

となり In は確かに有界となる。ψn(s) のサポートは

suppψn(s) = suppψ0(n(s− a)) ⊂
[

a, a+
1

n

]

(46)

なので、w ≤ aならば In = 0であり、a < z ならば十分大きい nに対して a+1/n ≤ z

となり、そのような n に対しては In = 0 だから In → 0 となる。

z ≤ a < w ならば十分大きい n に対し a + 1/n ≤ w となるから、そのような n に対
して

In =
∫ a+1/n

a
f(s)ψn(s)ds =

∫ 1

0
f
(

a+
y

n

)

ψ0(y)dy

→
∫ 1

0
f(a)ψ0(y)dy = f(a)c0

となる。ゆえにこれをまとめて In → f(a)c0X(a) となる。

ここまでは (η, q), (η̄, q̄) に対して、

B = ηq̄ − η̄q
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のようにしてきたが、σ = q − λ2η を用いれば

B = η(σ̄ + λ2η̄) − η̄(σ + λ2η) = ησ̄ − η̄σ

となるので、この形で考えることにする。まず B(0)
n は、(17), (21), (23) より

B(0)
n = η(0)σn − σ(0)ηn = η(0)

(

σn +
w − a

3
ηn

)

= η(0)
[

(w − z)
{

w − a

3
ψn(w) − a− z

3
ψn(z)

}

−2
∫ w

z

(

s− w + z + a

3

)

ψn(s)ds
]

となるので、補題 11 より B(0)
n は w, z, a ∈ [z1, w1], n に関して有界で、

B(0)
n → −2η(0)

(

a− w + z + a

3

)

c0X(a) =
2

3
η(0)(w + z − 2a)c0X(a)

=
2

3
c0η

(0)η(1)

となる。同様に B(1)
n を考えると、

B(1)
n = η(1)σn − σ(1)ηn = η(1)σn −

{

1

3
η(0) − 1

3
(w − a)η(1)

}

ηn

= η(1)
(

σn +
w − a

3
ηn

)

− 1

3
η(0)ηn

= η(1)
[

(w − z)
{

w − a

3
ψn(w) − a− z

3
ψn(z)

}

−2
∫ w

z

(

s− w + z + a

3

)

ψn(s)ds
]

−1

3
η(0)

{

(w − z)(ψn(w) + ψn(z)) − 2
∫ w

z
ψn(s)ds

}

となるが、

η(0)(ψn(w) + ψn(z)) = {(w − a)ψn(w)(a− z) + (a− z)ψn(z)(w − a)}X(a)

等より、補題 11 から B(1)
n も w, z, a ∈ [z1, w1], n に関して有界であることがわかり、

X(a)2 = X(a) なので

B(1)
n → −2η(1)

(

a− w + z + a

3

)

c0X(a) +
2

3
η(0)c0X(a)
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=
2

3
c0{η(0) + (η(1))2}

となる。よって Lebesgue 収束定理により、

〈B(0)
n 〉 → 2

3
c0〈η(0)η(1)〉, 〈B(1)

n 〉 → 2

3
c0〈η(0) + (η(1))2〉

が言え、同様に

〈B̂(0)
n 〉 → 2

3
ĉ0〈η(0)η(1)〉, 〈B̂(1)

n 〉 → 2

3
ĉ0〈η(0) + (η(1))2〉

(

ĉ0 =
∫ 1

0
ψ̂0

)

が言えるから、補題 9 より

〈Bn〉〈B0,1〉 = h(a)〈Bn〉 = 〈B(0)
n 〉〈B̂(1)

n 〉 − 〈B̂(0)
n 〉〈B(1)

n 〉 → 0

となる。よって補題 10 より、a ∈ C =]z1, w1[ に対しては

〈Bn〉 → 0

となることもわかる。

命題 12

h(a)〈Bn〉 はすべての a に対して有界で、

lim
n→∞

h(a)〈Bn〉 = 0 (47)

となる。特に a ∈ C =]z1, w1[ に対しては

lim
n→∞

〈Bn〉 = 0

となる。

なお、本稿では [4],[5] とはやや異なり、〈Bn〉 → 0 よりもむしろ h(a)〈Bn〉 → 0 の方を
用いる。
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9 Bn の変形

8 節により 〈Bn〉 が 0 に収束することがわかったが、この Bn にも o(1) な項が含まれ
ているので、ここでそれらを洗い出して分離しておくことにする。

まず、Bn を展開して以下のように分ける。

Bn = ηnσ̂n − η̂nσn

=
{

(w − z)(ψn(w) + ψn(z)) − 2
∫ w

z
ψn(s)ds

}

×
{

−(w − z)2

3
ψ̂n(z) − 2

∫ w

z
(s− λ2)ψ̂n(s)ds

}

−
{

(w − z)(ψ̂n(w) + ψ̂n(z)) − 2
∫ w

z
ψ̂n(s)ds

}

×
{

−(w − z)2

3
ψn(z) − 2

∫ w

z
(s− λ2)ψn(s)ds

}

= I1 + I2 + I3 + I4,

I1 =
(w − z)3

3
{ψ̂n(w)ψn(z) − ψn(w)ψ̂n(z)},

I2 =
2

3
(w − z)2

{

ψ̂n(z)
∫ w

z
ψn(s)ds− ψn(z)

∫ w

z
ψ̂n(s)ds

}

,

I3 = 2(w − z)
{

(ψ̂n(w) + ψ̂n(z))
∫ w

z
(s− λ2)ψn(s)ds

−(ψn(w) + ψn(z))
∫ w

z
(s− λ2)ψ̂n(s)ds

}

,

I4 = 4
{∫ w

z
ψn(s)ds

∫ w

z
(s− λ2)ψ̂n(s)ds−

∫ w

z
ψ̂n(s)ds

∫ w

z
(s− λ2)ψn(s)ds

}

このとき I1 は、Wn = n(w − a), Zn = n(z − a) により

I1 =
(w − z)

3
(Wn − Zn)2{ψ̂0(Wn)ψ0(Zn) − ψ0(Wn)ψ̂0(Zn)}

と書けるが、例えばW 2
n ψ̂0(Wn)ψ0(Zn)は補題 11の証明と同様にして、w, z, a ∈ [z1, w1]

(z ≤ w), n に関して有界でかつ 0 に収束することがわかる。これと同様にして、I1 の
すべての項が有界で 0 に収束することが示される。

I4 も、補題 11 により有界で、

I4 → 4{c0X(a)(a− λ2)ĉ0X(a) − ĉ0X(a)(a− λ2)c0X(a)} = 0
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となる。

また I3 は、

I3 = I5 + I6,

I5 = 2(w − z)
{

(ψ̂n(w) + ψ̂n(z))
∫ w

z
(s− a)ψn(s)ds

−(ψn(w) + ψn(z))
∫ w

z
(s− a)ψ̂n(s)ds

}

,

I6 = 2(w − z)(a− λ2)
{

(ψ̂n(w) + ψ̂n(z))
∫ w

z
ψn(s)ds

−(ψn(w) + ψn(z))
∫ w

z
ψ̂n(s)ds

}

と分け、

a− λ2 = a− 2w + z

3
= −(w − a) +

w − z

3
= a− z − 2(w − z)

3

と考えると、I6 はさらに

I6 = I7 + I8,

I7 =
2

3
(w − z)2

{

ψ̂n(w)
∫ w

z
ψn(s)ds− ψn(w)

∫ w

z
ψ̂n(s)ds

}

−4

3
(w − z)2

{

ψ̂n(z)
∫ w

z
ψn(s)ds− ψn(z)

∫ w

z
ψ̂n(s)ds

}

,

I8 = 2(w − z)
[

{−(w − a)ψ̂n(w) + (a− z)ψ̂n(z)}
∫ w

z
ψn(s)ds

−{−(w − a)ψn(w) + (a− z)ψn(z)}
∫ w

z
ψ̂n(s)ds

]

と分けることができ、補題 11 により I8 は有界で 0 に収束することがわかる。I7 には
I2 に同類項が含まれるので、それらをまとめると結局次が言える。

命題 13

Bn は、Bn = I5 + I9 + I10 + I11 と分けることができ、

I9 =
2

3
(w − z)2

{

ψ̂n(w)
∫ w

z
ψn(s)ds− ψn(w)

∫ w

z
ψ̂n(s)ds

}

,

I10 = −2

3
(w − z)2

{

ψ̂n(z)
∫ w

z
ψn(s)ds− ψn(z)

∫ w

z
ψ̂n(s)ds

}

,

I11 = I1 + I4 + I8
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で、I11 は w, z, a ∈ [z1, w1] (z ≤ w), n に関して有界でかつ 0 に収束する。

なお、この I5 は有界ではあるが 0 には収束せず、また I9, I10 は O(n) な項である。

10 δ への決定

ここまでで必要な評価は出揃ったので、あとはそれらを用いて、n→ ∞のときに 〈Bn〉
(→ 0) に残る Bn の最も大きな項が 0 になる、という式を用いて、ν のサポートが
(w1, z1) 以外には w > z の部分にはないことを示せばよい。

DiPerna 流 ([4],[5]) のやり方では、この 〈Bn〉 の最も大きな項の極限が「Young 測度の
微分」になることを示し、それが 0 であることから (w1, z1) 以外にはサポートがない
ことを言うのであるが、「測度の微分」はややとっつきにくいので、ここでは (47) を
利用し、Lions ら ([6]) の方法のように 〈Bn〉 に h(a) をかけて a で積分することで、
(w1, z1) 以外にはサポートがないことを直接示すことにする。

命題 13 で Bn を分割したが、まずは h(a)I5 の積分から考えることにする。そのため
に、I5 をさらに 2 つに分け、

I5 = I5,1 + I5,2,

I5,1 = 2(w − z)
{

ψ̂n(w)
∫ w

z
(s− a)ψn(s)ds− ψn(w)

∫ w

z
(s− a)ψ̂n(s)ds

}

,

I5,2 = 2(w − z)
{

ψ̂n(z)
∫ w

z
(s− a)ψn(s)ds− ψn(z)

∫ w

z
(s− a)ψ̂n(s)ds

}

として考える。

∫

∞

−∞

h(a)I5,1da

= 2(w − z)
∫

∞

−∞

h(a)da
∫ w

z
(s− a){ψ̂n(w)ψn(s) − ψn(w)ψ̂n(s)}ds

= 2(w − z)
∫ w

z
ds
∫

∞

−∞

(s− a)h(a){ψ̂n(w)ψn(s) − ψn(w)ψ̂n(s)}da

この、ψ̂n(w)ψn(s)−ψn(w)ψ̂n(s) は、(46) より s, w ∈ [a, a+ 1/n] のときのみ 0 ではな
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い。よって、s < w − 1/n だと a ≤ s < w − 1/n より 0 になってしまうので、

∫

∞

−∞

h(a)I5,1da = 2(w − z)
∫ w

z∨(w−1/n)
ds
∫

∞

−∞

da = 2(w − z)
∫ w

z∨(w−1/n)
ds
∫ s

w−1/n
da

となる。ここで、a∨b = max{a, b}、a∧b = min{a, b}とする。s = w−t/n, n(w−a) = y

と置換すると、

∫

∞

−∞

h(a)I5,1da = 2(w − z)
∫ 1∧(n(w−z))

0

dt

n

∫ w−t/n

w−1/n
da

= 2(w − z)
∫ 1∧(n(w−z))

0

dt

n

×
∫ 1

t

y − t

n
h
(

w − y

n

)

n2{ψ̂0(y)ψ0(y − t) − ψ0(y)ψ̂0(y − t)}dy
n

=
2(w − z)

n

∫ 1∧(n(w−z))

0
dt

×
∫ 1

t
(y − t)h

(

w − y

n

)

{ψ̂0(y)ψ0(y − t) − ψ0(y)ψ̂0(y − t)}dy

となるが、この積分は先頭の 1/n がなくても w, z, a ∈ [z1, w1] (z1 ≤ w1) に関して有界
であり、よって

∫

∞

−∞

h(a)I5,1da = O
(

1

n

)

であることがわかる。さらに w = z ならば 0 であり、w > z ならば十分大きい n に
対しては n(w − z) > 1 となるので、このとき

∫

∞

−∞

h(a)I5,1da

=
2(w − z)

n

∫ 1

0
dt
∫ 1

t
(y − t)h

(

w − y

n

)

{ψ̂0(y)ψ0(y − t) − ψ0(y)ψ̂0(y − t)}dy

=
2(w − z)

n

∫ 1

0
h
(

w − y

n

)

dy
∫ y

0
(y − t){ψ̂0(y)ψ0(y − t) − ψ0(y)ψ̂0(y − t)}dt

=
2(w − z)

n

∫ 1

0
h
(

w − y

n

)

dy
∫ y

0
p{ψ̂0(y)ψ0(p) − ψ0(y)ψ̂0(p)}dp

と変形できる。
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同様に、h(a)I5,2 の積分は、

∫

∞

−∞

h(a)I5,2da

= 2(w − z)
∫ w

z
ds
∫

∞

−∞

(s− a)h(a){ψ̂n(z)ψn(s) − ψn(z)ψ̂n(s)}da

= 2(w − z)
∫ w∧(z+1/n)

z
ds
∫

∞

−∞

da = 2(w − z)
∫ w∧(z+1/n)

z
ds
∫ z

s−1/n
da

= 2(w − z)
∫ 1∧(n(w−z))

0

dt

n

∫ z

z−(1−t)/n
da

=
2(w − z)

n

∫ 1∧(n(w−z))

0
dt

×
∫ 1−t

0
(y + t)h

(

z − y

n

)

{ψ̂0(y)ψ0(y + t) − ψ0(y)ψ̂0(y + t)}dy

となり、これも先頭の 1/n がなくても有界で、よって O(1/n) であり、n(w − z) > 1

のときはさらに

∫

∞

−∞

h(a)I5,2da =
2(w − z)

n

∫ 1

0
dt
∫ 1−t

0
dy

=
2(w − z)

n

∫ 1

0
h
(

z − y

n

)

dy

×
∫ 1−y

0
(y + t){ψ̂0(y)ψ0(y + t) − ψ0(y)ψ̂0(y + t)}dt

=
2(w − z)

n

∫ 1

0
h
(

z − y

n

)

dy
∫ 1

y
p{ψ̂0(y)ψ0(p) − ψ0(y)ψ̂0(p)}dp

と変形できる。

よって、(w, z) ∈ Σ1 に対して

∫

∞

−∞

h(a)I5da→ 0 (n→ ∞)

となることが示された。

同様に I9, I10 と h(a)の積の積分を考えると、I9 の方は、I5,1 の (s−a)がなく、2(w−z)
が 2(w − z)2/3 となっているだけなので、

∫

∞

−∞

h(a)I9da
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=
2(w − z)2

3

∫ 1∧(n(w−z))

0
dt

×
∫ 1

t
h
(

w − y

n

)

{ψ̂0(y)ψ0(y − t) − ψ0(y)ψ̂0(y − t)}dy

となることがわかる。これは w, z, a ∈ [z1, w1] (z1 ≤ w1)に関して有界であり、n(w−z) >
1 のときは

∫

∞

−∞

h(a)I9da

=
2(w − z)2

3

∫ 1

0
dt
∫ 1

t
h
(

w − y

n

)

{ψ̂0(y)ψ0(y − t) − ψ0(y)ψ̂0(y − t)}dy

=
2(w − z)2

3

∫ 1

0
h
(

w − y

n

)

dy
∫ y

0
{ψ̂0(y)ψ0(p) − ψ0(y)ψ̂0(p)}dp

→ 2(w − z)2

3
h(w)I12,

I12 =
∫ 1

0
dy
∫ y

0
{ψ̂0(y)ψ0(p) − ψ0(y)ψ̂0(p)}dp

となる。同様に、I10 との積の積分は、

∫

∞

−∞

h(a)I10da

= −2(w − z)2

3

∫ 1∧(n(w−z))

0
dt

×
∫ 1−t

0
h
(

z − y

n

)

{ψ̂0(y)ψ0(y + t) − ψ0(y)ψ̂0(y + t)}dy

となり、これは有界で、n(w − z) > 1 のときは

∫

∞

−∞

h(a)I10da

= −2(w − z)2

3

∫ 1

0
dt
∫ 1−t

0
h
(

z − y

n

)

{ψ̂0(y)ψ0(y + t) − ψ0(y)ψ̂0(y + t)}dy

= −2(w − z)2

3

∫ 1

0
h
(

z − y

n

)

dy
∫ 1

y
{ψ̂0(y)ψ0(p) − ψ0(y)ψ̂0(p)}dp

→ −2(w − z)2

3
h(z)

∫ 1

0
dy
∫ 1

y
{ψ̂0(y)ψ0(p) − ψ0(y)ψ̂0(p)}dp

= −2(w − z)2

3
h(z)

∫ 1

0
dp
∫ p

0
{ψ̂0(y)ψ0(p) − ψ0(y)ψ̂0(p)}dy

=
2(w − z)2

3
h(z)I12
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となる。

残りの I11 は o(1) であるから、Lebesgue 有界収束定理により、

∫

∞

−∞

h(a)I11da→ 0

となる。以上により、次が示されたことになる。

命題 14

(w, z) ∈ Σ1 に対し、次が成り立つ。

lim
n→∞

∫

∞

−∞

h(a)Bnda =
2(w − z)2

3
(h(w) + h(z))I12

この命題 14 により、Fubini の定理、Lebesgue 有界収束定理を用いれば

∫

∞

−∞

h(a)〈Bn〉da =
〈∫

∞

−∞

h(a)Bnda
〉

→ 2

3
I12〈(w − z)2(h(w) + h(z))〉 (48)

となる。一方で、命題 12 より h(a)〈Bn〉 → 0 だから、補題 10 と Lebesgue 有界収束
定理により

∫

∞

−∞

h(a)〈Bn〉da =
∫ w1

z1

h(a)〈Bn〉da→ 0 (49)

となる。よって、(48), (49) より

I12〈(w − z)2(h(w) + h(z))〉 = 0 (50)

が得られたことになる。

命題 15

ν は、supp ν̄ ⊂ {w = z} となる測度 ν̄ と 0 < α ≤ 1 なる α によって

ν = ν̄ + αδ(w − w1, z − z1) (51)
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と書ける。

証明

まず、I12 が 0 でないように ψ0, ψ̂0 が取れることを示す。

I12 =
∫ 1

0
ψ0(p)dp

∫ 1

p
ψ̂0(y)dy −

∫ 1

0
ψ0(y)dy

∫ y

0
ψ̂0(p)dp

=
∫ 1

0
ψ0(y)

{∫ 1

y
ψ̂0(p)dp−

∫ y

0
ψ̂0(p)dp

}

dy

なので ψ̂0 = ψ′

0 と取り、c1 =
∫ 1

0
ψ2

0 > 0 とすれば

I12 =
∫ 1

0
ψ0(y){−ψ0(y) − ψ0(y)}dy = −2c1 < 0

となって確かに 0 ではない。よって (50) より

〈(w − z)2(h(w) + h(z))〉 = 0 (52)

が言える。補題 10 より (w − z)2(h(w) + h(z)) ≥ 0 であり、これが 0 になるのは
(w, z) ∈ Σ1 では w = z か、または (w, z) = (w1, z1) しかない。よって、(52) より ν

のサポートは {w = z} か (w1, z1) にしかないことになる。1 点をサポートとする測度
は δ-関数のみなので、結局 ν は (51) のように書けることになる。なお、w1 > z1 とい
う仮定より α > 0 となる。

この命題 15 の証明で ψ0, ψ̂0 が使われていて、ここでは ψ̂0 = ψ′

0 としたが、I12 6= 0

であればよいので、そのような ψ0, ψ̂0 はこれ以外にも無数にある。このように ψ0, ψ̂0

に対する制限が緩いのは、8 節で述べたように (44) を用いることで、ψ0, ψ̂0 への強い
仮定を置かずに 〈Bn〉 → 0 を示すことができたからにほかならない。

さて、最後にこの命題 15 の α が 1 であることを示そう。もしこれが言えれば、ν は
全測度 1 であるから

ν = δ(w − w1, z − z1)

となることになる。
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今、(40) に (51) を適用すると、η(0)(a) は w = z 上 0 であるので、

〈η(0)(a)〉 = αη(0)(w1, z1; a), 〈(w + z)η(0)(a)〉 = α(w1 + z1)η
(0)(w1, z1; a),

〈η(0)(a)η(0)(b)〉 = αη(0)(w1, z1; a)η
(0)(w1, z1; b)

となり、よって (40) は

0 = (b− a)(α− α2)η(0)(w1, z1; a)η
(0)(w1, z1; b)

となる。よって、z1 < a < b < w1 と取れば

η(0)(w1, z1; a)η
(0)(w1, z1; b) > 0, b− a > 0

なので

α− α2 = 0

となり、α > 0 より、ゆえに α = 1 となる。

命題 16

ν = δ(w − w1, z − z1)

この命題 16 と 4 節の性質 2., 4. を用いれば、その極限 U1(t, x) が (3), (4) のエント
ロピー解であることは容易に示される。

11 最後に

本稿では、補償コンパクト法の DiPerna 流の方法 ([4],[5]) を改良したものと Lions ら
の方法 ([6],[8]) を合わせた形で、簡単な P に対する 1 次元理想気体のエントロピー解
の存在 (近似解の収束) を示す方法の概要を紹介したが、本稿で工夫した方法について
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は、γ = 5/3 だけでなく、(2) のすべての γ についても同様のことが行えることがわ
かっている。

それを、[4] のように 1 < γ ≤ 5/3 にまで拡張できるかどうかはまだ確認はしていな
いが、可能性はあるだろうと思う。しかも本稿の方法であれば、[4] の γ = 5/3 の壁
を越えて、1 < γ ≤ 2 にまで拡張できるのではないかと予想しているが、その場合は
(η(1), q(1)) が有界にはならないので本稿の論法には多少変更が必要となる。それには a

に関する可積分性を利用して、(47) を最終的に使用する (49) の

lim
n→∞

∫

R
h(a)〈Bn〉da = 0

に変えればなんとかなるのでは、と考えているが、ただ、1 < γ ≤ 2 の場合は、1 節で
も述べたように [6] で解決しているので、それが言えたとしてもあまり意味はないだろ
うと思う。
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