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In　this　article，　it　is　shown　that　if　there　exists　a　small　bound　isomorphism　between　the

domains　of　closed＊－derivations，　then　the皿derlying　compact　Hausdorff　spaces　are

homeomorphic．
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1．Introduction

　　　Let　C（Ki）be　the　Banach　space　of　all　complex　valued　continuous　functions　on　a　compact

Hausdorff　space　Ki　equipped　with　the　supremum　norm　ll・ll。c（i＝1，2）．　The　classical　Banach－

Stone　theor6m　states　that　any　surjective　linear　isometry　between　O（K1）and　C（K2）is　induced　by

ahomeomorphism　between　Kl　and　K2．　That　is，　if　the　spaces　C（K1）and　C（K2）are　isometric，

then　Kl　and　K2　are　homeomorphic．　Amir　and　Cambern1・2）showed　that　if　there　is　a　surjective

linear　isomorphism　T丘om　C（K1）to　O（K2）such　that　llTll。cl｜T－ill。c＜2，　then　KI　and　K2　are

homeomorphic．　This　is　a　very　interesting　generalization　of　the　Banach－Stone　theorem．

　　　On　the　other　hand，　these　results　have　a、lso　been　extended　to　various　other　Banach　spaces　by

many　authors．　For　a　compact　subset　X　of　the　real　line　R，　we　denote　by　C1（X）the　Banach　space

of　all　continuously　differentiable　functions　on　X．　Jarosz3）proposed　the　fbllowing　question：Is

there　a　positiveεsuch　that　for　any　compact　subsets　X，　Y　of　the　real　line　IR，　the　Mazur　distance

d（C・（X），C’（Y））＜1＋・impli・・that　X　andγa・e　h・m・・m・・phi・？Wh・n　th・n・・m・f　C’（X）

and　C1（Y）are　given　by　the　c－norm，　Cambern－Pathak4）proved　the　existence　of　suchεunder　the

additional　assumption　I　ITIj。c　l　lT－iIl。c＜Oo．　Jun　and　Lee5）also　obtained　some　partial　answers　for

this　question．

　　　The　purpose　of　this　article　is　to　study　the　above　problem　f士om　the　point　of　view　of　unbounded

closed＊＿derivations．

　　　We　recall　a　closed＊－derivation．　A　derivationδin　C（K）is　a　linear　mapping　in　C（K）satisfying

the　fbllowing　conditions：

（1）The　domain　3）（δ）ofδis　a　norm　dense　subalgebra　of　C（K）．

（2）δ（fg）＝δ（f）9十∫δ（9）（f，9∈笈）（δ））・

δis　said　to　be　a＊－derivation　if　it　also　satis丘es：

（3）∫∈「2）（δ）implies∫＊∈「2）（δ）andδ（ア＊）＝δ（∫）＊where　f＊means　the　complex　conjugate　of∫．

δis　said　to　be　closed　if　fn∈分（δ），　fn・→∫andδ（fn）→gimpliesア∈変）（δ）andδ（∫）＝g，　that

is，δis　a　closed　linear　operator．　Several　interesting　properties　of　the　domain　of　closed　derivations

have　been　investigated．　For　example，釣（δ）contaills　the　constant　functions　C1，　and　C1－functional
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calculus　is　possible　in褒）（δ），　that　is，　if∫（＝∫＊）∈釣（δ）andん∈C1（［－ll∫lloc，11fllo◎］），　thenん（∫）（＝

んo∫）∈D（δ）andδ（ん（∫））＝ん’（∫）δ（∫）whereん’means　the　derivative　ofん．　For　other　properties　of

unbounded　derivations　in　general　C＊－algebras，　we　refer　to　6），7）．

　　　The　differentiation　d／dt　on　the　space　C1（X）of　continuously　differentiable　functions　on　a　com－

pact　subset　X　of　the　real　line　lR　is　a　typical　example　of　closed　derivations．　Therefbre，　we　may　regard

the　domain笈）（δ）ofδas　a　generalization　of　the　Banach　space　C1（X）．　Moreover，　if匡）（δ）＝C（K），

δis　bounded　andδ≡0．　These　facts　suggest　a　unified　approach　to　deal　with　C（K），　C1（X）and

several　other　spaces　of　differentiable　functions　together・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．Isomorphisms　of笈）（δ）

Let　Ki　be　a　compact　Hausdorff　spaceラand　let　6τbe　a　closed＊－derivation　ill　C（Ki）（乞＝1，2）．　Then

隻）（δのis　a　Banach　space　under　the　norm　de丘ned　by　llfll：＝・11fll　）c十11δτ（∫）Il。c．　If　there　exists　a

surj　ective　linear　isometry　from　eE）（δ1）to　’2）（δ2），　then　Kl（δ1）and　K2（δ2）are　homeomorphic　where

K、（δi）・＝｛x∈Ki・ヨ∫⇔、（δi）・u・h　thatδ、（∫）（x）≠0｝（τ＝1，2）8）・M・・e・v・・，　w・・h・w・d　that

any　small　bound　surjective　linear　isomorphism　between”2）（δ1）and匡）（δ2）induces　a　homeomorphism

between　Kl（δ1）and、κ2（δ2）9）．

　　　Theorem　Let　Ki　beαcompact　Hausdo？ガspαce，　and　let　6i　be　a　closed＊－deWivαtion　in（フ（Ki）

プ竹）m3）（δ∂onto　C（Ki）with　1（er（δi）＝C1（i＝1，2）．　SUI）pose　tんat　tんeγre　exists　Vi∈Kiαn〔i

ノ眈（＞0）such　thαt　ll∫lloc≦M，　116i（∫）ll（）c　for∫∈璽）（6i）ωitん∫（vi）＝0（i＝：1，2）．」アT　isαlinear

is・mo励i8m加m£）（δ、）・nt・£）（δ2）ω輪んsatisfies

（i）if　61（∫）≡0，　then　62（τ∫）≡0，

（ii）　‖∫g‖≦11［Z「f7「gll≦（1十ε）211∫gll，

（iii）　　‖∫ll　≦　　llT∫ll　≦　 （1　十　ε）‖アll，　and

（iv）・＜min｛、。。（麗＋、），、。。（量＋、），k｝，

then　Ki　and　K2αreんomeomorphic．

　　　For　the　proof　of　this　theorem，　we　need　some　lemmas．

　　　Lemma　l　Let　Ki　and　6i　beα8　in　the‡んeorem（i＝1，2）．　Let　T　beα励eαr　m仰∫rom笈）（δ1）

onto萱）（δ2）　ωんich　sαtisfie8£んe　assumption（ii）　in　the　theorem・1アHfl1・c）c≦k≦1　and　llfll＝1，　then

HTfHoc≦（1一トε）　－k2十2k・

　　　Proof　From　the　de丘nition　of　the　norm　in　D（δ∂，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llTfll？．＝ll（T∫）211。。≦llTfTfil≦（1＋・）21げ211

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝二（1十ε）2（llf2110c十211∫δ1（∫）llcc）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦（1＋ε）2｛1げll。。（｜げ1。。＋211δ1（川。。）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝（1十ε）2｛Hfll・oc（ll∫lloc十2（1－llf‖oc））｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：（1十ε）2｛－llアllよ十211fl1　cx；｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦（1十ε）2（－k2十2k）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5

・Lemma　2　L・t　Ki，δi・T6・α・in　th・£ん・…（i－1，2）・if　f∈D（δ・）・‡ん・n〒llδ・（∫）ll・・≦

llδ2（Tf）II。c．
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　Proof　For　arbitrary　fixedア∈D（δ1），　put　fo：＝∫一∫（勾．　Since　we　may　assumeδ1（ヵ）≠0，

there　exists　xo∈KI　such　that　lδ1（允）（xo）1＞llδ1（fo）lloc一ε’for　anyε’（ilδ，（允）‖oc＞ε’＞0）・R）r

any・k（〉・）・u・h　that－k・＋2k＜曇，　w・tak・輌・ti・nん∈C1（卜llf・ll・・，ilf・ll・・｜）・u・h　that

　　　　　　　　ん’（f［〕（xo））＝2，　　0≦ん’≦2　　and　　‖ん110c≦2k（llδ1（f（））lloc一ε，）．

Putting　9二＝ん（允），　we　have

　　　　　　　　　　　　llgll〈）c：＝llんil－≦2k（IIδ1（f（〕）lloc一εノ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜klhノ（プb（Xo））llδ1（∫b）（Xo）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦k｜1ん’（プb）δ1（Jb）lloc＝kilδ，（9）‖oc・

Hence，

　　　　　　　｜lg｜1（）c＜kllδ，（g）110c　　　（1）　and　　2（llδ1（f（））ll一ε’）＜llδ1（g）1｜oc．　　（2）

We　now　show　that

　　　　　　　　211δ1（f｛））11．（1－（1十ε）　　－k2十21り一2ε’≦llδ2（Tg）lloc．　　　（3）

By（1）and　Lemma　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　llTglloc≦‖gll（1十ε）　－k2十2k・

From　this　and　llδ1（g）ll。c＝lIh∫（允）δ1（允）ll。c≦211δ1（允）Il。c，we　have

　　　　　　llTglloc－11gHoc（1十ε）　　－k2十2k≦llδ1（g）lloc（1十ε）　　－k2十2k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦2（1十ε）　　－k2十2kllδi（f（〕）lloc．　　　（4）

By（1十ε）　－k2十2k＜1and（iii），　we　have

　　　　　　ligll　oc（1十ε）　－k2十2k十IIδ，（9）lloc＜ilgll◎c十llδ1（9）lloc＝llgll≦IITgll，

that　is，

　　　　　　　　　　　　　llδ1（9）lloc≦1｜Tgll－llglioc（1十ε）　－k2十2k・

From　this　and（2），（4），we　have

　　　　　　　　2（llδ1（プb）‖oc一εノ）≦lITgll－llgl｜oc（1十ε）　　－k2十2k

　　　　　　　　　　　　　　　　　≦‖δ2（1「g）lloc－｝－2（1→一ε）　　－k2－｛－2kliδ，（f（〕）Iloc，

which　implies（3）．

　　Since

　　　　　　　　　　　　llτgll。。≦llgll（1＋ε）－k2＋2k

　　　　　　　　　　　　　　　　＜2（1十ハのllδ1（f（〕）‖oc（1十ε）　　－k2十2k

from　Lemma　l　and（1），　we　have

　　　　　　　　llT（∫b－9）H

　　　　　　　≧11Tプbll。。－11Tgll。。－llδ2（T∫b）il。。＋llδ2（Tg）ll。。

　　　　　　　≧ll7「f（）110c－2（1十k）（1十ε）　　－k2十2kllδ1（プb）lloc

　　　　　　　　十2（1－（1一トε）　　－k2十2k）llδ1（f（））lloc－2εノー‖δ2（7「∫6）110c・　　　　（5）
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　Since　llgll。c＝｜lgll－llδ1（g）ll。c＜2（1十ん）llδ1（ゐ）ll。c－2（1δ1（允）ll。c一ε’），　we　have

　　　　　　llT（プb－9）ll≦（1＋ε）1げb－glI

　　　　　　　　　　　　≦（1＋ε）（Ilf。ll。。＋llgl1。。＋・up　lδ・（允）（x）（1一ん’（允b））D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x∈κ1

　　　　　　　　　　　　≦（1十ε）（llゐII十11glloc）

　　　　　　　　　　　　〈　　　　　　5711f・ll＋、0。IIδ・（f・）II・・＋（1＋・）（2k1｜δ・（克）｜1・・＋2・’）・（6）

　If，　fbr　some　k＞0，

　　　　　　　　　　　llδ・（　　　　　　　　　5　　　28Tf・）ll・・＜7（1一了（1＋ε）一ん・＋2k）1δ1（九）ll・・，

then　by（5）

　　　llT（プb－9）ll

　　＞llT九ll。。－2（1十k）（1＋・）一ん2＋2kllδ・（九）ll。。＋2（1－（1＋・）－k2＋2k）llδ・（允）11・・

　　　－2・’一；（　　　28i一百（1＋ε）－k・＋2k）1δ・（ゐ川・・

－ll珊1．。＋｛－2（・＋た）（・＋・）＋2（・＋・）｝－k・＋2kllδ1（允）II・・＋（2→IIδ・（釧・・－2・’

一剛1．。＋lllδ・㈲ll・・＋1（・－2k（・＋・）－k・＋2k）11δ・（酬・・－2εノ

＞llT九1＋IHδ・（カ）1・・－2・’・

From　this　and（6），　we　see　that

｜1卵孟ll珊ll・・＋（・＋・）剛・（允）ll・・＋2・’）＞ll珊1＋ll陥）ll・・－2・’・

Since　k　andεノis　arbitrary，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　［げfoll≧llT制＋而llδ1（プb）｜1。・・

This　contradicts　to（iii）．　Hence，　fbr　any　suf五ciently　small　k＞0，　we　have

　　　　　　　　　　Ilδ・（　　　　　　　　　5　　　28Tf・）II・・≧7（1－（T）（・＋・）－k・＋酬・㈲ll・・，

which　implies　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　llδ・（Tf・）ll．。≧lll　”δ・（允）ll…

Sinceδ1（fo）＝δ1（∫），　we　haveδ2（T∫o）＝δ2（Tf）from（i）．　Consequently，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　11δ・（丁川・・≧iillδ・（∫）ll…

This　completes　the　proof　of　Lemma　2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5
　　Lemma　3　L・tκi，6・　・ndTb…励・蹴・m（i－1・2）・i」f∈の（δ・），蹴引1δ・（∫）II・・≦

IIδ・（T川．。≦；（・＋・）llδ・（川…
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　　　P。。・fIfδ、（Tf）≡0，　th・nδ、（f）≡Oby　L・mma　2・R・pla・ing・T・by（1＋・）T－’　・nd・apPlying

Lemma　l　and　2，　we　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　l”δ・（9）1・・≦（・＋・）Hδ・（T－1（9））ll・・f・・g∈⑨（δ・）・

Since　T　is　a　onto　map，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；IIδ・（丁川・・≦（・＋・）11δ・（川…

This　completes　the　proo£

　　　Proof　of　the　theorem　Fixed　xo∈K1．　Fbrア∈C（Kl），　there　is　unique　function　F∈笈）（δ1）

，u・h　thatδ、（F）－f　and　F（x。）－0．　L・t　S　b・alinea・map　f・・m　C（κ・）int・釣（δ・）d・丘n・d　by

S（f）・＝Ff・・f∈C（κ、）．　L・t　8’b・amapf・・mD（δ・）・nt・C（K・）d・fin・dbyS’（9）・＝δ・（9）f・・

9∈変）（δ2）．Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ、（s（α∫＋β9）一αs（f）一β5（9））≡o

fbr　f，9∈C（・K1），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ2（TS（αf＋β9）一αTS（f）一βTS（9））≡O

from（i），　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S’7「S（α∫＋β9）一αS’TS（f）一βS’TS（9）≡≡0・

Hence　8’TS　is　a　linear　map　from　O（Kl）into　C（K2）．　Let　T’be　a　map　from　C（K1）to　C（K2）

defined　by　T’（δ1（f））：＝δ2（Tf）f6r∫∈D（δ1），　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T〃（δ、（f））＝δ2（Tf）・…62（TS（δ・（f））＝8’∬（δ・（f））・

Thereforeラby　Lemma　3，　T’is　a　surjective　linear　map　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llT’1．。≦；（・＋・）and　l1T’－111・・≦；・

Therefbre
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　liT’・11．。ilT’一’ll・・≦鴛（・＋・）・

Then　Kl　and　K2　are　homeomorphic　from　the　Amir　theorem．　This　completes　the　proof　of　the

theorem．

Applying　the　theorem　to　the　differentiation，　we　have　the　fbllowing　corollaries．

　　C。。。lla・y　1　L・£X・nd　Y　b・c・m鋤・ub8et・・鋼・脚1・lin・Rω軌X⊂［α，　b］・nd　Y⊂［・，　d］・

F・r・f。∈C（［・，b］）・吻。∈C（［・，∂D・u・励・舌廊（x）≠0（x∈［α，　bD・晦・ω≠0（y∈［・，　d］）・

蒜嚇　δ・・－9・ピ・pec－M　°m°』拘mC1（X）°　1（γ）

（i）　　ザδ1（∫）　≡　0，　tん（≧n　δ2（τ∫）　≡≡≡　0，

（ii）ll剖≦llτ∫Tgll≦（1＋ε）21げgll，

（iii）　lifli≦　llT∫ll≦（1十ε）lifll，αn（t

（iv）・〈min｛、。。｛（6一α‖允1．。＋、｝，、。。｛（d－。1）lilii／9。ll．。＋、｝，k｝・

t九eηXαnd・Yαrc…んomeomOTPんic．
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　　　Corollary　25）　Let　X　andγbe　compαct　subsets　o∫the　reα1伽e　IRω軌X⊂［α，　b］αnd

γ⊂［・，d］，　ijT　ts・伽・励・・m・輌・m拘m　C1（X）励・C1（γ）ωんi・ん・α均ie8

（i）　 2i戊e∫，　…≡≡三　〇，　then　 （コ！「f）ノ　≡≡≡　0，

（ii）　11fgl1≦llTfTgll≦（1十ε）211∫gll，

（iii）　Ilfll≦U7「∫ll≦（1十ε）llfll，　and

（iv）・＜min｛、。。（b竺α＋、），、。。（lil－ll7。＋、），k｝・

tんeπXαnd・Y　are　homeomorpん乞c．
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