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2変数の周期関数に関するある性質についてII
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Inthelastreport,weintroducedaconjectureaboutwhentheperiodfbr

"ofthecomposedfunctionF(.("+Z/),｡("-I/))coincideswiththeone

fbrZ/,whereF(tl,1ﾉ)iscontinuousand.isaperiodiccontinuousfilnction,

andshowedsomecounterexamplesincaseofcomplexvaluedfilnction:or

discominuousfUnction;andonesmallresultfbrperiodO・Inthisarticlewe

extendtheconjectureandshowresultsfbritundersomeconditions.
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1はじめに

気体の運動方程式の周期解の存在性やその性質を調べるために,波動方程式のダランベー

ル解からの類推として，

F(@("+st),"(z－st)) (1)

の形の特殊解の適用を検討しているが,その関数の基本的な性質を調べる中で,以下のよう
な予想が考えられることを前回の報告で紹介した{'1．

予想1の(範)が周期連続関数,F(u,")が2変数の連続関数のとき;/(",!/)=

F(･("+y),の(勿一y))のZに関する基本周期とyに関する基本周期は常に等しい

そして前回はこの予想に対し》ノ(",9)がZに関して定数であれば;/(",")はりに関して

も定数となること．およびめの連続性や実数値関数の条件を外した場合に現われる反例な

どを紹介し,見ため以上に予想1の正否が難しいことなどを示した．

本稿では,予想1に対して，その後にわかつたことについて報告する．
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22つの周期関数への拡張

まず最初に.予想1は.より元の式(1)に近い形の次の形に拡張できることを報告する．

予想2の(躯):‘'(節)が同じ周期を持つ周期連続関数,F(u,ひ)が2変数の連続関数のとき．

ノ(〃,")=F(m("+y):"'(秘一"))の範に関する基本周期とyに関する基本周期は常
に等しい．

もちろん､予想1よりも予想2の方が一般的で，これが正しければ予想1は成立するが,例

えば前回の報告lllで紹介した周期0に対する主張，すなわち．

./(;I:,")=F(.("+y),.("'-"))が鰯に関して定数なら:I/に関しても定数

という命題は予想2のようにF(m("+")"(鰯一I/))に変えても言えることがわかった．

証明は前の場合ll1とほぼ同じで,証明中の2番目のめを妙に置き換えればよい．

この証明では.前ののと後ろののが直接干渉しないので’後ろの方を妙と置きかえても

うまくいくのであるが,予想1を予想2に拡張できるのは，この周期0の話だけではなく、
次節以降の議論も根拠となっている．

3関数に条件をつけた場合

次は,ある条件のついた状況での予想の解決について報告する．以後，まず予想2を次の
形に書き直して考える．

予想3の(犯),妙(鰯)が周期'1(”＞1:整数）を持つ周期連続関数,F(",")が2変数の連続
関数のとき．次の2つが成り立つ．

1．任意のX.Yに対して．

F("x+1)》妙(Y+1))=F(d(X),"(Y))(2)

であれば．

F(.(X+1),"(Y-1))=F(･(X),m(Y))(3)

も成り立つ．

2.任意のX.Yに対して(3)であれば:(2)も成り立つ．

予想2と予想3は周期のスケールを変えているだけで.両者が同値であることは容易にわ

かるので,今後は予想3を考える．まずは,予想3の1．の方を主に考えるが,今回の議論
では2．の方もほぼ同様である．

まず､区間0＜おくれを？'等分し、それぞれの区間上のの〃に名前をつけておく．

肉(靴)＝の(鮒十j),Vlj(")="("+j)('は整数,0≦お≦1)(4)

なお.考察を易しくするため,jは1三./≦”,には限定せず,任意の整数とするが,め〃の

周期性により.任意の./,;rに対しめj+"(")=･j(;じ),Jj+"(")="(")が成り立つことに注
意せよ．
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2変数の周期関数に関するある性質についてⅡ

このとき(2)は，

F("+'(X),"+'(Y))=F("(X),"(Y))(5)

が任意のX,YEIO,11,任意の整数i,jに対して成り立つこと，となり,同様に(3)は

F("+'(X),"-'(Y))=F(めj(X)"(Y))(6)

が成り立つこととなる．よって,予想3の1．では,肉,tAj,Fが(5)を満たしていると考
える．

今,関数族{内(")}jか{吟(")}jのいずれかが,次の条件を満たすと仮定する．

条件(H):関数ﾉ,j(")(0≦j<n)のうち,ho(")は狭義単調増加で,Imん0コImhmとな
るm(0<m<")が存在する．

なお,本稿では,関数月(")の値域をIm向と書き,また

"<I/==今ん(")<b(y)(h(")>M))

である場合,月(妬)を狭義単調増加(狭義単調減少）と呼び、

範くり弓〃(〃)≦h(")(h(")≧h("))

である場合は広義単調増加(広義単調減少）と呼ぶことにする．

例えば｛肉(")}jが条件(H)を満たす場合,Im･0=IcM,61とするとり=@mo"'は
り:I(M,61今{",61の連続関数で,Jm="(.0)となるので,(5)より，

F(.0(X),1jj(Y))=F(･m(X),tly+,"(Y))=F(〃(の0(X)),Vlj+,"(Y))

が,すべてのX,Y,'に対して成り立つことになる．よって:すべてのILE{(M,61,すべての
j,Yに対して

F(","(Y))=F(り(u),"+m(Y))(7)

が成り立つ．

今,伽,mの最大公約数gcd(",m)を。とすると7"77nの最小公倍数nm/dは〃7777,で

割り切れる最小の自然数なので,(7)より

F(","(Y))=F(〃"/d("),"+"m/d(Y))=F(〃"/d(M),111j(Y)):(8)

となる．ここで,りんは多重合成関数,すなわち，

り'(u)=り(M),"k(u)=〃(りk-'(M))(ん≧2>

を意味することとする．

(8)がすべてのY,jで成り立つので,結局すべての秘E[",61,I)EIm妙に対して，

F(u,U)=F(〃"/d(M),0)(9)

が成り立つことになる．

同様に,{"}#が条件(H)を満たす場合は，

F(u,0)=F(",り"/d(U))("EIm.,0E(q,61){10)

が成り立つことがわかる．
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4多重合成関数

(9)や(10）を満たすF(u,")はある程度限られるので,それによりF,",物が(6)を
満たす可能性がでてくるが,条件(9)や(10)がF(u,")に与える制限については,{q,61上

の1変数の連続関数G(M)に対して,条件

G(りん(M))=G(u)("E[q,61)(11)

がG(M)に与える制限を考えればよい．

今,<(u)=りん(“）とすると,(11)より

G(M)=G(f(M))=G(<2(M))=･･･

となるので,G(u)の連続性により,集合A(u)={<j(M)}jの上でG(M)はすべて同じ値を
取ることになるが,A(u)は必ずしも大きな集合になるとは限らない.つまり,§(Ⅷ)にある
種の対称性があると{<'(M)}jは有限集合になることもあり,その場合はA(M)は小さくな
るので,それがG(u)に与える制限は弱くなる．逆に<(")の対称性が低いと,A(")は大き
くなり,G(u)はその広い範囲で定数とならねばならず,(11)がG(")に与える制限は強く
なる．

その制限を調べるために,区間(α,61を,同値関係

u～ひ骨G(")=G(U)

によって同値類分割すると,各同値類{"1=G-'(G(M))は,G(")がG(M)に等しいような
りの集合であるが,G(u)は連続なのでMは閉集合であり，また上で見たように{"13A(")
となる．この同値類は,{α,61をこのような閉集合の族で分割し,例えば，

。{"1＝{α,61（すなわちG(u)が(q,61上定数）

olu]がすべて有限集合

のような場合もあるが,かなり複雑な状況も考えられる．

例えば,同値類分割が可算個の閉集合で,G(u)がCantor関数I31,すなわちほとんど至る
ところ定数関数であるが,Io,1]から10,11への上への広義単調増加な連続関数となるよう
な例もありうる．よって,同値類分割により〈からGへの制限を正確に決定するのは容易
ではない．

また,り(u)や〈(u)が単調でない場合も考えると,数列{亭(M)}jはカオス的な振舞いを
することが知られていて(2),そのような場合のG(M)への制限を決定することも簡単では
ない．

よって.ここではりが広義単調な場合のみを考えるが,この場合は(11)からG(")を完
全には決定できなくても，我々 の目的には十分な,以下の(12);(13)を導き出せることがわ
かった．

命題4G,りが(11)を満たしている場合，
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2変数の周期関数に関するある性質についてⅡ

1．りが広義単調増加ならば

G(り(M))=G(M)(ue{q,61)

が成り立つ‘

2.〃が広義単調減少でんが奇数ならば(12)が成り立つ．

3．りが広義単調減少でんが偶数ならば

G(り2(u))=G(u)(MEIQ,61)

が成り立つ．

この命題4より，予想3に対して次のことが示される．

(12）

(13）

命題5{"}@が条件(H)を満たし,妙mが広義単調で:d=gcd(",m)に対し,以下のいず
れかの場合は,予想3は正しい．

・のmが広義単調増加で,d≦2のとき．

・のmが広義単調減少で,"/dが奇数でかつd<2のとき．

・のmが広義単調減少で,d=1で、が偶数のとき．

さらに,上の内をすべて吟に置きかえたものも成り立つ．

この命題5は,命題4により示される．例えば,(12)によりF(u,")=F(〃(IL),U)となる

場合は,(5)を用いると．

F(.j(X),"(Y))=F(.m(X),"+m-'(Y))=F(り(.0(X)),"+m-'(Y))

=F(.0(X),W+m_i(Y))=F("(X),Vy+m(Y))(14)

となり,d=gcd(",m)≦2であればpm-9n=－2となる自然数p,9が存在し,よって．

周期、と（14)と(5)を用いると，

F(め'(X),吟(Y))＝F(の’(X),吟－2(Y))=F(め汁,(x),吻一,(Y))

が得られ,(6)が成り立つことになる.命題5の最初の2つの場合は,命題4の1.,2.に対

応し，このようにして示される．

なお,この場合:d=1ならばすべてのF("(x),物(Y))がF(･0(x)"0(Y))に等しく，
d=2ならば,i+jが奇数か偶数かによってF(.0(X),",(Y))かF(め0(X)〃0(Y)）に等
しくなる．

命題5の最後の場合は,命題4の3．によりF(u,")=F("2("),")となり，よって

z＝巧'(の､(x)）とすればめ0(z)=.m(x)より

･m(z)="(.0(z))=り(の､(X))＝〃2(の0(X)）

となるので，

F(.i(X),W(Y))=F(@m(X),"+m-'(Y))=F(.0(Z),"+m-i(Y))

=F(.m(Z),"+2m_i(Y))=F("2(.0(X)),IJIj+2m_i(Y))

=F(.0(X),tly+2m-i(Y))=F("(X),"+2m(Y))(15)
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が得られる.(I=9cd(",m)=1でnは偶数だから,9cd(",2m)=2となり，よってこの場

合も周期”と（15）と（5）を用いて

F("(X/W(Y))=F("(X),lllj_2(Y))=F("+1(X),吟－,(Y))

となる．

(6)から(5)を導く場合もほぼ同様であり：また肋}jが命題5の条件を満たす場合も
同様で,その場合は条件(9)の代わりに(10)を用いればよい.これで命題5が成り立つこ
とが示される.

5命題4の証明

この節では,命題4の証明を紹介する．

まず,'ﾉ(伽)が広義単調増加である場合は,'〆(伽)≦〃j+'(")なので数列{'7j(")}j
は広義単調増加数列となる．よって.すべての伽EIm,61に対してその極限

lim'7'(u)=o'(u)
j→○・

にIq,61)

が存在する．なお:Q(M)は“に関して連続とは限らない.G(")の連続性と(11)より，

G('l)=G("A(M))=G(〃"(M))今G(Q(M))(j今oo)

となり．よってG(M)=G(n(M))がわかる．一方。

G(り("))=G(りん+1(M))=G(り峅'("))#G(Q("))('今oo)

となるので，よってG(〃(M))=G(Q(M))=G(M)となることがわかる．

り(Ⅶ)が広義単調減少の場合は,"2(M)が広義単調増加となるので,上と同様にして

limり"(")=a('")
J一》CO

の極限が存在する．よって，

c(M)=G(〃胸("))=0(,72"(M))-》G(B(M))('令｡。）

よりG('4)=G(B(M))となる.舟が奇数の場合は，

G("(tl))=G('7*+'("))=G(〃虎("+')+'(M))今G(B(M))(j--Mo)

となり.よってG('7("))=G(B("))=G(")が言える．
kが偶数の場合は．

G(,72(M))=G("&+2(M))=G("2"+2(M))今G(B(M))(j->oo)

となり．よってG('72(wL))=G(B(I4))=G(M)がわかる．これで命題4が証明された．
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2変数の周期関数に関するある性質についてⅡ

なお,最後の場合は,一般にはG(り(u))=G(u)は言えない．例えば,IQ,61=10,11,
り(u)=1-u:G(u)=uとすれば;んが偶数のときはりた(u)=uとなるので．

G(りん(u))=G(り2(u))=G(u)(=u)

は成り立つが,G(り(u))=1-uなのでG(u)に等しくはならない．

また,り(u)が単調でない場合に命題4のようなものが成り立つ可能性については,簡単

な反例も作れてはおらず,今のところはよくわからない.り(u)が単調ではないと,〃(秘)≠u

で.かつあるん(＞2)に対しりj$(u)=uとなるuが存在する場合がある．

例えば,"(u)=4u(1-u)(0≦u≦1)の場合は;fL1=0.1170がそのような一つの値で

あり》り3(u,)=u,となる（図1).

1

0.5

0

Oul u20.5 U31

Fig.1り3(u,)=u,

1

0.5

0

0 0.5 1

X、‐

n(u)－－－

n3(U)-

Fig.2〃(u)andり3(u)

この場合》条件

G(り3(u))=G(u)(16)

はu=ul7u=u2=り(ul)'u=u3="("2)では自明な式となり,G(u)には何ら制限を与
えないが,一方で

G(り(u))=G(u)(17)

の方はG(u,)=G(u2)=G(u3)という制限を与えるので;(17)の方が(16)よりも条件が
真に強くなるように見える．しかし,実際にはり3(u)は図2のようにり(")よりも振動する

関数となり,合成関数の微分より,(""(u))'=0となるuは:(り"-'(u))'=0となるuをす
べて含むため,〃"(u)は、の増加に伴い上下の振動がどんどん細かくなる．よって,証明は

していないが,多分このり(u)の場合は､”が増えるとすべてのuの範囲にまんべんなく振

動が起き.そのため(〃")-'({u})が徐々 に[0,1]で稠密な集合になっていくため:(17)の場

合も（'6)の場合も,いずれもG(u)は定数以外にありえないのでないかと思われる。

つまり，〃が単調ではない場合,〃k(u,)=u,となる点ulは一見命題4の反例を作りそ
うだが.そのようなりはその範囲で増加,減少をするのでり”は振動が細かくなっていき，

(16）と（17)がG(u)に与える制限の差がなくなってしまう．という構造になっている．

よって,〃が単調ではない場合も命題4の類似物が成立する可能性はある．
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6最後に

本稿では:前回の報告[11以後にわかった事実として．

・予想1を，より元の形に近い予想2に拡張できること

・周期0の場合の前回の結果は予想2の形でも成り立つこと

・妙のいずれかが妙が条件(H)と単調性;および"'7nに関するある種の条件を満た
す場合には予想2が成立すること

・その証明のために,1変数の多重合成関数に関する命題4を示せたこと

などを紹介したが,命題5で仮定したの,妙の条件はかなり強く，一般の連続的な周期関数

とはまだかなり距離がある．例えば,条件(H)から,範の範囲を1の幅で切ったときにめ
かゆのいずれかは単調な部分を2箇所以上持ち,かつそれぞれの値域にも包含関係が必要
となるが‘もちろんそれを満たさない周期関数はたくさんある．また今回のような手法は逆

にのかゆがそのような条件を満たしている場合にしか使えない方法なので,そうではない
関数には今のところ手だてがなく，予想2の完全な解決にはまだかなり遠いと感じている．

ただし，今回の命題5は‘予想2の反例を検討する際に考えなければいけない範囲をせ

ばめてくれているし，ある種の条件の元では確かに予想2が成立することを示しているの
で,予想1を予想2に拡張できることの根拠にもなっている．

また,5節の最後に述べたように，単調ではない〃の場合には命題4はどうなるのか,と
いう問題自体にも興味があるので,それも今後検討していきたい．

さらに,今回は検討しなかったが,元々 の主題である気体の方程式に対して,め〃が不連
続な場合に(')の形の関数を解とするような周期解の問題に対する研究も続けていきたい
と考えている．
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